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Đồng biến, nghịch biến 


SỰ ĐỒNG BIẾN, NGHỊCH BIẾN 
CỦA HÀM SỐ 


I- TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 


1 
А, đồ thi (H.1, H.2) hãy chi ra các khoảng tăng, giảm của hàm só у = cosx trên 


đoạn ЕУ và của hàm số у= || trân khoảng (=n ; +=). 


хү 


Hinh 1 Hinh 2 
1. Nhắc lại định nghĩa 


Kí hiệu K là khoảng hoặc đoạn hoặc nửa khoảng. Giả sử hàm số y = f(x) 
xác định trên K. Ta nói 
Hàm số y = #x) đồng biến (tăng) trên K nếu với mọi cặp 
ху, X2 thuộc K mà ху nhỏ hơn x thì Ах) nhỏ hơn ƒ(x;), tức là 
x < хә >3) <ƒŒ2); 
Нат só y = fix) nghịch biến (giảm) trên K nếu với mọi cặp xi, хо 
thuộc K mà x nhỏ hơn ху thì f(x) lớn hơn ƒ(x;), tức là 


a < ху = fla) > Оо). 


Hàm số đồng biến hoặc nghịch biến trên K được gọi chung là 
hàm số đơn điệu trên K. 

NHẬN XÉT. Từ định nghĩa trên ta thấy 

Хо) - f(x) 


х) — AI 


a) Дх) đồng biến trên K = >0, Yx, x2 € K 


(x # X2) ; 


х — д 


Дх) nghịch biến trên К = < 0, Ух, хє K 


(х # 12). 

b) Nếu hầm số đồng biến trên K thì đồ thị đi lên từ trái sang 
phải (H.3a) ; 

Nếu hàm số nghịch biến trên K thì đồ thị đi xuống từ trái sang 
phải (H.3b). 


а) b) 
Hinh 3 


2. Tính don diëu và dáu cúa dao hàm 


2 
А các hàm số sau và đồ thị của chúng : 


a) у= (Н.4а) b) y=_ (наь) 
* 
x |-> 0 +0 x |-® 0 +оо 
y у“ 
y 0 у |0 +0 
lễ ai ы == K aR } 


a) b) 
Hinh 4 
Xét dấu đạo hàm của mỗi hàm số và điền vào bảng tương ứng. 
Từ đó hãy nêu nhận xét về mối quan hệ giữa sự đồng biến, nghịch biến của 
hàm số và dấu của đạo hàm. 
Ta thừa nhận định lí sau đây. 
ĐỊNH LÍ 


Cho hàm số y = f(x) có đạo hàm trên K. 
а) Nếu f'(x) >0 với mọi x thuộc K thì hàm số flx) đồng biến 
trên K. 


b) Nếu ƒ'(x) <0 với mọi x thuộc K thì hàm số f(x) nghịch 
biến trên K. 


Tóm lại, trên K 
f'(x) > 0 = f(x) đồng biến 
thoi < 0 = f(x) nghịch biến. 
CHÚ Y 
Nếu f'(x) =0, Vx e K thì Дх) không đổi trên K. 
Ví du 1. Tìm các khoảng đơn điệu của hàm số : 
a)y=2x +1: b) у = sinx trên khoảng (0; 2л). 
Giải 
a) Hàm số đã cho xác định với mọi x e R. 
Ta có y' = 8x”. Bảng biến thiên 


x |- 0 +œ 


Vày hàm só y = 2x2 +1 nghịch biến trên khoảng (—œ ; 0), đồng biến trên 
khoảng (0 ; +оо). 
b) Xét trên khoảng (0 ; 2л), ta có y'= cosx. 


Bảng biến thiên 
т 3m 
0 == = 2 
> 2 2 g: 
y'= соѕх + 0 = 0 + 


Vậy hàm số y = sinx đồng biến trên các khoảng (o š z) và [2 A 2m), 


К dối Я п. Зп 

nghịch biến trên khoảng G Ë =). yA 
3 

Khång định ngược lại với dinh lí trên có đúng không ? 
Nói cách khác, nếu hàm số đồng biến (nghịch 
biến) trên K thì đạo hàm của nó có nhất thiết phải 
dương (âm) trên đó hay không ? 


Chàng hạn, xét hàm số y = x có đồ thị trên Hình 5. 


Hình 5 


CHÚ Ý 
Ta có định lí mở rộng sau đây. 
Giả sử hàm số y = Дх) có đạo hàm trên К. Nếu f'(x) > 0 
(/'(х) < 0), Vx e K và f'(x) = 0 chỉ tại một số hữu hạn điểm 
thì hàm số đồng biến (nghịch biến) trên K. 
Ví du 2. Tìm các khoảng đơn điệu của hàm số у = 225 + 6x? + 6x — 7. 
Giải. Hàm số đã cho xác định với mọi x є R. 


Ta có y' = 6x? + 12x +6 = 6(x +1). 


Dodó y' = 


0 = x=-1 và у> 0 với mọi x# —1. 


Theo định lí mở rộng, hàm số đã cho luôn luôn đồng biến. 


П - QUY ТАС XÉT TÍNH DON ĐIỆU СОА НАМ SỐ 


1. Quy tắc 
2. Áp dụng 


1. Tìm tập xác định. 

2. Tính đạo hàm f'(x). Tìm các điểm x; (i = 1,2, ..., n) mà tại đó 
đạo hàm bằng 0 hoặc không xác định. 

3. Sắp xếp các điểm x; theo thứ tự tăng dân và lập bảng biến thiên. 

4. Nêu kết luận về các khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số. 


Ví dụ 3. Xét sự đồng biến, nghịch biến của hàm số 


`. фт; 
3 2 


Giải. Hàm số xác định với mọi x є R. Ta có 


2 х 
у=х-х-2,у =0 © 
х 


Bảng biến thiên 


—œ -1 2 +оо 


Vậy hàm số đồng biến trên các khoảng (—œ ; –1) và (2 ; +0), nghịch biến 
trên khoảng (—1 ; 2). 


Ví dụ 4. Tìm các khoảng đơn điệu của hầm số y = 2—1 


сый 
Giải. Hàm số xác định với moi x #-1. Ta có 
сое) 2 
~ бї? (къы? 
y' không xác định tại x = –1. 
Bàng bién thién 
x |—o -1 +o 
y + + 
00 1 
y = cơ ГА г 


Vày hàm số đồng biến trên các khoảng (—œ ; –1) và (—1 ; +). 

Ví dụ 5. Chứng minh rằng x > sinx trên khoảng (о ä z) bàng cách xét 
khoảng đơn điệu của hàm só f(x) = х — sin x. 

Giải. Xét hàm só Дх) = x — sin x (о <х< z), ta có 

f'(x) = 1- cosx >0 (f'(x) = 0 chi tai x = 0) nên theo chú ý trên ta có Дх) 
đồng biến trên nửa khoảng [о š z) ° 

Do đó, với 0< x< s ta có fx) = x- sinx > ДО) =0 


hay x > sinx trên khoảng (о š z) Я 


Bởi tập 
Xét sự đồng biến, nghịch biến của các hàm số : 
a)y=4+3x— 2; b)y= таб +32 —Tx—2: 
с)у= xf -2x +3; dy=- +2 —5. 
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Tìm các khoảng đơn điệu của các hàm số : 


3x+l 
a)y= z 
1-х 


c)y= V 2 - х – 20 š 


А 


х2 +1 


nghịch biến trên các khoảng (—œ ; —1) và (1; +оо). 


Chứng minh rằng hàm số y = 


đồng biến trên khoảng (—1 ; 1) ; 


Chứng minh rằng hàm số у = V2x— х2 đồng biến trên khoảng (0 ; 1) và 
nghịch biến trên khoảng (1 ; 2). 
Chứng minh các bất đẳng thức sau : 


«| 
a) tanx >x (o<x<3): b) tạny >x +T— (0<x<3). 


BÀI ĐỌC THÊM 


TÍNH CHẤT ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 


Điều kiện đủ về tính chất đơn điệu của hàm số được chứng minh dựa vào định lí 
sau đây. 


ĐỊNH LÍ LA-GRĂNG 


Nếu hàm số y = /(x) liên tục trên đoạn [a ; b] và có đạo hàm trên 
khoảng (a ; b) thì tôn tại một điểm c e (a ; b) sao cho 


fb) - f(a)= ƒ')~a4) 


А-а) 


h '{e)= 
ay Fo) бей 


Minh hoa hinh hoc : 

Nếu hàm số Дх) thoả mãn các giả thiết của 
định lí La-grăng thì trên đồ thị tồn tại điểm 
C mà tiếp tuyến tại đó song song hoặc 
trùng với dây cung AB (H. 6). 


Hình 6 


HÉ QUÁ 

Nếu F'(x) = 0 với moi x thuộc khoảng (a ; b) thì F(x) bằng hằng số 

trên khoảng đó. 
Chứng minh. Xét điểm cố định xo e (a ; b). Với mỗi xe(z;b) та x + хо, các giả 
thiết của định lí La-grăng được thoả mãn trên đoạn [xạ; x] (hoặc[x; xạ]). Do đó 
tồn tại điểm ce(ao;x) (һоёссе(х; ху)) sao cho Ƒ(x)—FŒạ)= F'(c)(x— xo). Vi 
ce(a;b) nën F'(c)=0. Vậy 

Е(х)—Е(х)=0 hay F(x)= F(x) =const 

trên toàn khoảng (a ; Б). = 


DINH LÍ 
Cho hàm só y = Дх) có đạo hàm trên khoảng (а ; Б). 
a) Nếu у(х) > O với myi x e (а, Б) thì паш số Дх) đồng biến 
trên khoảng đó ; 
b) Nếu f'(x) < 0 với mọi x e (a ; b) thì hàm số f(x) nghịch biến 
trên khoảng đó. 


Chứng minh. Lấy hai điểm bất kì ху, х, (ҳу <x;) trên khoảng (a ; Б). Vì Дх) có đạo 
hàm trên khoảng (a ; b) nên fix) liên tục trên đoạn [x, ; x;] và có đạo hàm trên khoảng 
G32). 

Theo định lí La-grăng, tổn tại một điểm се(ху; хә) <(а; Б) sao cho 
fœ) -fo 


1 


(= . Từ dó suy га : 


a) Nếu f'(x) > 0 với moi x e (a ; b) thì f'(e) > 0 nên /(х,)> f(x). Do đó, Дх) 
đồng biến trên khoảng (a ; Б). 

b) Nếu f'(x) < 0 với mọi x e (a ; b) thì f'(c) < 0 nên ƒ(x;)< f). Do đó, Дх) 
nghịch biến trên khoảng (a ; b). ГЫ] 


BAN СО BIÉT 


LA-GRÁNG (J.L. LAGRANGE) 


La-grăng là nhà toán học Pháp, xuất thân trong một gia 
đình giàu có, nhưng trở nên khánh kiệt khi ông tưởng như 
sắp được thừa kế gia sản. Tuy nhiên, về sau ông xem tai J.L. Lagrange 
hoa này là môt diëu may mån. (1736 — 1813) 
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Ông nói : "Nếu được thừa kế một tài sản thì chắc là tôi không dành đời mình cho 
toán học". 

Ông nội La-grăng là người Pháp, bà nội là người Ма-а. Cả gia đình ông định cư ở Tu-rin 
(thủ phủ của xứ Pi-êmông (Piémont) thuộc l-ta-li-a). 

La-grăng được cử làm giáo sư toán học ở Trường Pháo binh Hoàng gia Tu-rin 
năm 19 tuổi. Tất cả các học trò đều lớn tuổi hơn ông. Cùng với những học trò ưu 
tú của mình, La-grăng đã lập ra Hội nghiên cứu, tiền thân của Viện Hàn lâm khoa 
học Tu-rin. Tập báo cáo đầu tiên của Hội xuất hiện nám 1759 khi ông 23 tuổi. 
Phần lớn những công trình tốt nhất công bố trong tập san đầu này là của La-grăng, 
dưới nhiều bút danh khác nhau. 


Ở tuổi 23, La-grăng được coi là nhà toán học ngang hàng với những nhà toán học lớn 
nhất thời bấy giờ là Ơ-le (Euler) và các nhà toán học họ Béc-nu-li (Bernoulli). 
Theo lời giới thiệu của Ơ-le, ngày 2-10-1760, khi mới 24 tuổi, La-grăng được bầu 
làm Viện sĩ nước ngoài của Viện Hàn lâm khoa học Bec-lin. Về sau, Ơ-le và 
Đa-lăm-be (d'Alembert) còn vận động vua nước Phổ mời La-grăng sang Béc-lin 
làm nhà toán học của Triều đình. 

Năm 1764, lúc 28 tuổi, La-grăng được giải thưởng lớn về bài toán bình động của 
Mặt Trăng (là bài toán lí giải vì sao khi chuyển động, Mặt Trăng luôn luôn quay 
môt mặt về phía Trái Đất). 

Các năm 1766, 1772, La-grăng liên tiếp nhận được các giải thưởng của Viện Hàn 
lâm khoa học Pa-ri về các bài toán 6 vật thể, 3 vật thể. 

Ngày 6-11-1776, La-grăng được vua nước Phổ - "vị vua lớn nhất châu Âu" - đón 
tiếp nồng nhiệt và được cử làm Giám đốc Ban Toán Lí của Viện Hàn lâm Bec-lin. 
Năm 1787, Hoàng gia và Viện Hàn lâm Pa-ri đón tiếp nồng hậu nhà toán học lớn 
La-grăng trở về và cấp cho ông một căn hộ đầy đủ tiện nghi trong điện Lu-vrơ 
(Louvre, nay là viện bảo tàng lớn ở Pa-ri). 

Năm 1788, ở tuổi 52, ông công bố kiệt tác của đời ông, bộ "Cơ học giải tích", đề 
tài mà ông ấp ủ từ lúc 19 tuổi. 

Nhờ sự can thiệp của La-grăng, người ta đã không thừa nhận 12 thay cho 10 để 
làm cơ số cho mét hệ. 


Ông lập gia đình hai lần. Bà vợ đầu mất sớm vì đau yếu. Ở tuổi ngoài 50, La-grăng 
sống cô đơn, sấu muộn. Năm 56 tuổi, ông được một thiểu nữ, con gái bạn ông là 
nhà thiên văn học Lơ-mô-ni-ê (Lemonier), yêu và ngỏ lời muốn kết hôn với ông. 
La-grăng nhận lời. Cô đã dành cả cuộc đời trẻ trung, tươi đẹp của mình để chăm 
sóc ông, kéo ông ra khỏi u sầu, thức tỉnh nơi ông lòng ham sống. Ông yêu tha 
thiết và cảm thấy khổ sở mỗi khi phải tạm xa bà. Ông khẳng định rằng bà vợ trẻ 
dịu dàng, tận tuy là giải thưởng quý báu nhất trong mọi giải thưởng của đời ông. 


La-grăng được toàn thể nhân dân Pháp tôn vinh. Có lần, Ta-lê-grăng (Tallegrand), một 
vị tướng, đã nói với cha của La-grăng : "Con ông, người con của nhân dân Pháp, sinh 
ra ở Pi-ê-mông, đã làm vinh dự cho toàn thể nhân loại bởi thiên tài của mình". 
La-grăng mất ngày 10-4-1813, thọ 77 tuổi. 


CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ 


<J 


I- KHÁI NIÊM СОС ĐẠI, CYC TIỂU 


1 
А Dua vào đồ thị (H.7, H.8), hãy chỉ ra các điểm tại đó mỗi hàm số sau có giá trị lớn 
nhất (nhỏ nhất) : 


а) y=—x +1 trong khoảng (о ;+œ) ; 


b) y=Š@-3Ÿ trong các khoảng 69 và (8:4). 


H Ж 23. 2 3 x 
2 2 
Hinh 7 Hinh 8 

Xét dấu đạo hàm của các hàm số đã cho và điền vào các bảng dưới đây. 
x | — 0 +0 x | — 1 Ei +оо 
£ E 
y 1. sd 4 +0 

го — e a 

ĐỊNH NGHĨA 


Cho hàm số y = f(x) xác định và liên tục trên khoảng (a ; b) (có thể 
a là —oo ; b là +œ) và điểm xo € (а; b). 
а) Nếu tồn tại số h > 0 sao cho Дх) < Дх) với mọi x є (xo — й; 
Xo + h) và x # xo thì ta nói hàm số Дх) đạt cực đại tại xo. 
b) Nếu tồn tại số h > 0 sao cho Дх) > fixo) với mọi x є (xo— h ; 
Xo+ h) và x # xo thì ta nói hàm số Дх) đạt cực tiểu tại Xo- 
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CHÚ Y 
1. Nếu hàm só f(x) đạt cực dai (cực tiểu) tại xo thì xạ được 
gọi là điểm cực đại (điểm cực tiểu) của hàm số ; f(xo) được 
gọi là giá trị cực đại (giá trị cực tiểu) của hàm số, kí hiệu 
là #p(fcr). cồn điểm M(xg ; f(xo)) được gọi là điểm cực đại 
(điểm cực tiểu) của đồ thị hàm số. 
2. Các điểm cực đại và cực tiểu được gọi chung là điểm cực trị. 
Giá trị cực đại (giá trị cực tiểu) còn gọi là cực đại (cực tiểu) và 
được gọi chung là cực trị của hàm số. 
3. Dễ dàng chứng minh được rằng, nếu hàm số y = Дх) có đạo 
hầm trên khoảng (a ; b) và đạt cực đại hoặc cực tiểu tại xothi 
Z#Œœg)=0. 


2 
Âu sử f(x) đạt cực đại tại xạ. Hãy chứng minh khẳng định 3 trong chú ý trên bằng 


> ТА) у " А * 
cách xét giới han Ё số азаар khi Ах — 0 trong hai trường hợp Ах > 0 và 
х 


Ах <0. 
П — ĐIỀU KIỆN ЮЙ ĐỂ НАМ SỐ CÓ СИС TRI 


3 
А a) Sú dung dó thi, háy xét xem các hàm só sau дау có сис tri hay khóng. 
* y=-2x+l; 


*y=2œ-3Ÿ (На). 


b) Nêu mối liên hệ giữa sự tồn tại cực trị và dấu của đạo hàm. 
Ta thừa nhận định lí sau đây. 
ĐỊNH LÍ 1 
Già sử hàm só у = Дх) liên tục trên khoảng K =(xo — h ; xo + h) 
và có đạo hàm trên K hoặc trên К\{ xạ}, với h > 0. 
а) Nếu f (х) > 0 trên khoảng (хо — h ; хо) và f (х) < 0 trên 


khoảng (xo ; xo + h) thì xo là một điểm cực đại của hàm só f(x). 


b) Nếu (х) < 0 trên khoảng (xo — h ; хо) và f (х) > 0 trên 
khoảng (хо; xo + h) thì хо là một điểm cực tiểu của hàm số f(x). 
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x lxạ_—h хо у +h x lxg_—h ху xo +h 


ГО? + - Ро) Е + 


Хх) =. 8 #0 HH кеш 
%r 


Ví du 1. Tìm các điểm cực trị của đồ thị hàm số Дх) = =й ный. 
Giải. Hàm số xác định với moi x є R. 


Ta có f'(x) =—2x ; ƒ'(x) =0 ©x =0. 


Bảng biến thiên 
x |— 0 +0 
#%œ) + 0 = 
1 
Ах) к а 78 
Е —œ 


Từ bảng biến thiên suy ra x = 0 là điểm cực đại của hàm số và đồ thị của 
hàm số có một điểm cực đại (0; 1) (H.7). 

Ví du 2. Tìm các điểm cực trị của hàm số у = х5 — 2 — x+ 3. 

Giải. Hàm số xác định với mọi x є R. 


Tacó у= 32 -2х-1; 


х=1 
а _ 1 
x= 3 
Bảng biến thiền 
| 
x [ы == 1 
x со 3 +œ 
gh + 0 _ 0 + 
86 = 
У с. 27 ы. e 
—œ 2 
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Tù bảng biến thiên suy ra x = -у% điểm cực dai, x = 1 là điểm cực tiểu 
của hàm số đã cho. 


Ví du 3. Tìm cực trị của hàm số 
Зх 
ЖЕЛ 


Giải. Hàm số xác dinh tại moi x # —l. 


Ta có y' = ~>0,Vx#~l. 


(x +1)? 
Vậy hàm số đã cho không có cực trị (vì theo khẳng định 3 của Chú ý trên, 
nếu hàm số có cực trị tại xo thì tại đó y' = 0). 


4 
о minh hàm só у =|x| không có đạo hàm tại x=0. Hàm số có đạt cực trị tai 
điểm đó không ? 
Ш - QUY TÁC TÌM СОС TRI 
Áp dụng Định lí 1, ta có quy tắc tìm cực tri sau đây. 
QUY TẮC I 
1. Tìm tập xác định. 
2. Tính f'(x). Tìm các điểm tại đó f'(x) bằng 0 hoặc f'(x) 
không xác định. 
3. Lập bảng biến thiên. 
4. Từ bảng biến thiên suy ra các điểm cực trị. 


5 
А, dụng quy tắc I, hãy tim các điểm cực trị của hàm số 
fO) = x(x? -3). 
Ta thừa nhận định lí sau đây. 
ĐỊNH LÍ 2 


Giả sử hàm số y = f(x) có đạo hàm cấp hai trong khoảng, 
(xo — h ; xo + h), với h > 0. Khi đó : 

а) Nếu ƒ'(xạ) =0, f"''(xo) > 0 thì xo là điểm cực tiểu ; 

b) Nếu f'(xo) = 0, ƒ"(xạ) < 0 thì xo là điểm cực đại. 
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Áp dụng Định lí 2, ta có quy tác sau đây để tìm các điểm cực trị của một hàm số. 


QUY TẮC II 
1. Tìm tập xác định. 
2. Tính ƒ (+). Giải phương trình ƒ'(x) = 0 và kí hiệu x; G =1,2, .... n) 
là các nghiệm của nó. 
3. Tính f "(х) và О). 


4. Dựa vào dấu của f "(x;) suy ra tính chất cực trị của điểm x;. 
Ví du 4. Tìm cực trị của hàm số 
fO) = a. 2x2 + 6. 
4 
Giải. Hàm số xác định với moi x є R. 
Ро) = xŸ- 4x = x(x2 — 4) ; ƒ(x) = 0= xi = 0, x = —2, xs = 2. 
ро) = 3⁄2 - 4. 
f''(£ 2) = 8 > 0 > x = —2 và x = 2 là hai điểm cực tiểu ; 
0) =-4 < 0 > x= 0 là điểm cuc đại. 
Kết luận 
Дх) đạt cực tiểu tại x =—2 và x = 2 ; fer = fit 2) = 2. 
Дх) đạt cực đại tại x = 0 và fcp = f(0) = 6. 


Ví du 5. Tìm các điểm cực trị của hàm số Дх) = sin2x. 


Giải. Hàm số xác định với mọi x є R. 


У) = 2cos2x ; 0) =0 © 2x = i +I x= Than (leZ). 


РО) = —4sin2x. 


-4 nếu Г = 2k 
у" т) = ае еа) 
д0, 2 4 nếu [ = 2+1 
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Kết luận 
x= а + km (k є Z) là các điểm cực đại của hàm số. 


= = + km (k є Z) là các điểm cực tiểu của hàm số. 


Bài tâp 


Áp dung Quy tác I, hãy tim các diém cuc tri cüa các hàm sõ sau : 


а) y = 2х3 +3x” — 36x —10 ; b)y=xf+2x7—3; 


бә е d) у= V- х}; 
x 


e)y=x?—x+l. 


Áp dụng Quy tắc II, hãy tìm các điểm cực trị của các hàm số sau : 
а)у=х“—2х° +1; Ь)у=$ш2х-х; 
с) y = sinx + созх; d)y= л? — 3 – 2x+1. 
Chứng minh ràng hàm só y = АА] không có đạo hàm tại x = 0 nhưng vẫn 
dat cực tiểu tại điểm đó. 
Chứng minh rằng với mọi giá trị của tham số m, hàm số 
у= х5 - т? —2x+l 
luôn luôn có một điểm cực đại và một điểm cực tiểu. 


Tìm a và b để các cực trị của hàm số 


y = +2ax? -9х+Ь 


đều là những só duong và xo = - là diém cuc dai. 


+тх+1 Ç 
dat cuc dai 


Xác định giá trị của tham só m để hàm số y = 
x+m 
tại x= 2. 


GIÁ TRI LỚN NHẤT VÀ 
GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦA HÀM SỐ 


I- ĐỊNH NGHĨA 


Cho hàm số y = f(x) xác định trên tập D. 

а) Số M được gọi là giá trị lớn nhất của hàm số y = f(x) trên 
| tập D nếu f(x) < M với mọi x thuộc D và tón tại xo € D sao 

cho f(xo) = M. 


Kíhiệu M = max f(x). 

D 
b) Só m được gọi là giá trị nhỏ nhất của hàm só у = Дх) trên 
tập D nếu f(x) > m với mọi x thuộc D và tôn tại xạ € D sao 


cho ƒ(xg) = m. 
Kíhiệu m = min f(x). 
D 
Ví du 1. Tìm giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của hàm số 
1 


y=x-5+— 
x 
trên khoảng(0 ; +оо). 
Gidi. Trên khoảng (0 ; +оо), ta có y" =I--= н 
+ 


Bång biến thiên 


Từ bảng biến thiên ta thấy trên khoảng (0 ; +оо) hàm số có giá trị cực tiểu 
duy nhất, đó cũng là giá trị nhỏ nhất của hàm số. 
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Vậy min f(x) =-3 (tai x = 1). Không tón tại giá trị lớn nhất của Дх) 
(0;+œ) 


trên khoảng(0 ;+œ). 


II - CÁCH TÍNH GIÁ TRỊ LỚN NHẤT VÀ GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT 
CỦA HÀM SỐ TRÊN MỘT ĐOẠN 


1 
Ria tính đồng biến, nghịch biến và tính giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số : 
a)y= 3Ÿ trên đoạn [-3 ; 0]; 


b) е 


h trên đoạn [3 ; 5]. 


z= 


1. Định lí 


Mọi hàm số liên tục trên một đoạn đều có giá trị lớn nhất 
và giá trị nhỏ nhất trên đoạn đó. 


Та thừa nhận định lí này. 
Ví du 2. Tính giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của hàm số y = sinx 


a) Trên đoạn „к ; 
6 6 


b) Trên doen Z ; >|. 


Gidi 


Hinh 9 


Từ đồ thị của hàm só y = sinx (H.9), ta thấy ngay : 


a) Trên đoạn D = 5; am ta có 
6 6 


mà 


1 
Từ đó maxy = 1 ;miny = ——. 
D D 


b) Trên đoạn E = Е 2x| ta có 


Vậy таху= 1; miny=-1. 
E E 


2. Quy tắc tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số liên tục 
trên một đoạn 


2 


-x?+2nếu -2<х<1 


Cho hàm số y= Ў 
х nếu 1<х<3 


có dó thi nhu Hinh 10. Нёу chi га giá tri 
lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 
trên đoạn [~2 ; 3] và nêu cách tính. 


Hình 10 


NHẬN XÉT 

Nếu đạo hàm f'(x) giữ nguyên dấu trên đoạn [а ; b] thì hàm số 
đồng biến hoặc nghịch biến trên cả đoạn. Do đó, f(x) đạt được 
giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất tại các đầu mút của đoạn. 
Nếu chỉ có một số hữu hạn các điểm x; (x; < x;¿¡) mà tại đó 
f'(x) bằng 0 hoặc không xác định thì hàm số у = /(х) đơn 
điệu trên mỗi khoảng (x;;x;,¡). Rõ ràng giá trị lớn nhất (giá 
trị nhỏ nhất) của hàm số trên đoạn [a ; b] là số lớn nhất (số 
nhỏ nhất) trong các giá trị của hàm số tại hai đầu mút a, b và 
tại các điểm x,nói trên. 
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Quy tác 
1. Tìm các điểm хү, Xa... x„ trên khoảng (a ; Б), tại đó f (х) 
bằng 0 hoặc f (х) không xác định. 
2. Tính Да), (ху), ЛО)... ƒ(x„). ДВ). 
3. Tìm số lớn nhất M và số nhỏ nhất m trong các số trên. Ta có 
М =max f(x), m = min f(x). 
la; b] [a;b] 
CHÚ Ý 
Hàm số liên tục trên một khoảng có thể không có giá trị lớn 
nhất và giá trị nhỏ nhất trên khoảng đó. Chẳng hạn, hàm số 
у= khong có giá trị lớn nhất, giá trị nhó nhất пеп 
x 
khoảng (0 ; 1). Tuy nhiên, cũng có những hàm số có giá trị 
lớn nhất hoặc giá trị nhỏ nhất trên một khoảng như trong Ví dụ 3 
dưới đây. 
Ví du 3. Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh a. Người ta cắt ở bốn góc bốn 
hình vuông bằng nhau, rồi gập tấm nhôm lại như Hình 11 để được một cái hộp 
không nắp. Tính cạnh của các hình vuông bị cắt sao cho thể tích của khối hộp 
là lớn nhất. 


Hình 11 
Giải. Gọi x là độ dài cạnh của hình vuông bị cắt. 


Rõ ràng x phải thoả mãn điều kiện 0 < x < = К 
Thể tích của khối hộp là 


V(x) = x(a — 2x)? (o 33 а), 


Ta phải tìm ху є (e: 2) sao cho V(xo) có giá tri lón nhát. 
Ta có Ү'(х) = (a — 2x) + x.2(a — 2x).(—2) = (a — 2x)(a — бх). 
Тгёп khoảng (о 2), ta có 


a 
Y)=0 =-=. 
(x) <> x 6 


Bảng biến thiên 
a a 
% |0 үз 3 
Ү'(х) + 0 - 
Ү(х) ` 21 Е 
0 0 


Từ bảng trên ta thấy trong khoảng lo š z) hàm só có môt diém cuc tri duy 


nhất là điểm cực dai x = _ nên tai đó V(a) có giá trị lớn nhất : 


А. 
Lập BÉng biển tiên ota nameg Foja 1 dẻ 
itx 
Từ đó suy ra giá trị nhỏ nhất của Дх) trên tập xác dinh. 


Bài tâp 


1. Tính giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số : 
a) у =xŸ — 3x? — 9x + 35 trên các đoạn [—4 ; 4] và [0 ; 5]; 
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b) y = xf — 3x” + 2 trên các đoạn [0 ; 3] và [2 ; 5]; 


>= ` trên các đoạn [2 ; 4] và [~3 ; —2] ; 
x 


d) y = V5 – 4+ trên đoạn [—- 1 ; 1]. 
Trong số các hình chữ nhật cùng có chu vi 16 em, hãy tim hình chữ nhật có 
điện tích lớn nhất. 
Trong tất cả các hình chữ nhật cùng có diện tích 48 т?, һау хас dinh hinh 
chữ nhật có chu vi nhỏ nhất. 
Tính giá trị lớn nhất của các hàm số sau : 
4 
1+ x 


аў у = Ъ)у = Ах? — Зх“. 


5 5 
Tính giá trị nhỏ nhất của các hàm số sau : 


bias (x>0). 
# 


BÀI ĐỌC THÊM 


CUNG LỒI, CUNG LÕM VÀ ĐIỂM UỐN 
1. Khái niệm về cung lổi, cung lõm và điểm uốn 

Xét đồ thị ACB của hàm số у= /(х) biểu diễn trên Hình 12. Giả sử đồ thị có tiếp 
tuyến tại mọi điểm. 


y 


Tai moi diám cüa cung 4È , tiếp tuyến luôn luôn ё phía trên của AC . Ta 
nói АС là một cung lồi. Nếu a là hoành độ của điểm A, c là hoành độ 
của điểm C, thì khoảng (а; c) được gọi là một khoảng lổi của đồ thị. 
Tại mọi điểm của cungCB , tiếp tuyến luôn luôn ở phía dưới của CB. 
Ta nói СВ là một cung lõm. Kí hiệu b là hoành độ của điểm B thì 
khoảng (с ; b) được gọi là một khoảng lõm của đồ thị. 
Điểm phân cách giữa cung lồi và cung lõm được gọi là điểm uốn của 
đồ thị. Trên Hình 12, C là một điểm uốn. 

CHÚ V 

1. Tại điểm uốn, tiếp tuyến đi xuyên qua đồ thị (H.12). 

2. Trong một số giáo trình, nhất là giáo trình Giải tích toán học ở 

Bai học, người ta gọi АС trên Hình 12 là cung lõm và CB là cung lối. 


2. Dấu hiệu lồi, lõm và điểm uốn 
Ta có hai định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 1 


Cho hàm só у= f(x) có đạo hàm cấp hai trên khoảng (a ; Б). 
Nếu f"(xa)<0 với mọi xe(z;b) thì dó thị của hàm số lồi trên 
khoảng đó. 
Nếu f"(x)>0 với mọi xe(z; b) thì đồ thị của hàm số lõm trên 
khoảng đó. 


ĐỊNH LÍ 2 


Cho hàm số у= f(x) có đạo hàm cấp hai trên khoảng (a ; Б) 
vàaoe(:b). Nếu ƒ'(+) đổi dấu khi x đi qua x, thì điểm 
MoC% : f(xạ)) là điểm uốn của đồ thị hàm số đã cho. 


3. Ар dụng 
Ví dụ 1. Tìm các khoảng lồi, lõm và điểm uốn của đồ thị các hàm số : 


; b) y=—sinx trên đoạn [0 ; 2z]. 


a) Tập xác định : R. 
Та có y'=5x1,y"=20. 


Bảng xét dấu y" 
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х — 0 +o y 
y - 0 + 
Đồ thị của Lồi Điểm ибп ТЕ 
hàm só Ø(0;0) 
Vậy đồ thị hàm số lồi trên khoảng (—œ ; 0), lõm 
trên khoảng (0 ; +). Điểm O(0 ; 0) là điểm uốn 
của đồ thị hàm số (H.13). 0 х 
b) Ta có 
y'=-—cosx, y"=sinx. 
Bảng xét dấu y" 
# 0 x 2m 
> 7 Т = Hình 13 
Đồ thị của та Điểm uốn T 
hàm số Alm; 0) 


Vậy trên đoạn [0 ; 2z), đồ thị hàm số lõm trên 
khoảng (0 ; л), lồi trên khoảng (x ; 2л). Điểm 
А(п ; 0) là điểm uốn của đồ thị hàm số (H.14). 


Hình 14 
Ví dụ 2. Tìm các khoảng lồi, lõm của đồ thị hàm số 
x+l 
Giải. Тар xác định 2\1. 
фе. >, xác định với mại xz1 ; 
(х—1) 
"е , xác định với mọi x #1. 
(х-1) 
Bảng xét dấu у" 
x —œ. 1 +o 
„ = | т 
Đồ thị của hàm số Lồi Lõm 


Vậy đồ thị của hàm số lồi trên khoảng (о ; 1) và lõm trên khoảng (1 ; +=). 


(Đồ thị không có điểm uốn vì hàm số 
không xác định tại điểm x = 1) (H.15). 


1⁄2 ĐƯỜNG TIỆM CẬN 


1- ĐƯỜNG TIỆM САМ NGANG 


Ж 1 
Cho hàm só 


= (H.16). 


у= 


có đồ thi (C) 
Nêu nhận xét về khoảng cách từ у=-1 
điểm М(х; y) є (C) tới đường thẳng 
y=-—I Khi |x|—>+œ. 


Hình 16 
Ví du 1. Quan sát đồ thị (C) của hàm số 


к» = 1+2 H17. 
x 
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Nêu nhận xét về khoảng cách từ điểm М(х; y) є (С) tới đường thẳng y = 2 
khi |x|—>+ và các giới hạn 
lim [f(x) - 2], lim [ƒ(x) – 2]. 

x->+eo x—— 
Giải. Kí hiệu M, M' lân lượt là các điểm thuộc (C) và đường thẳng y = 2 có 
cùng hoành độ x (H.17). Khi |х| càng lớn thì các điểm М, M' trên các đồ 
thị càng gần nhau. 
Ta có 


lim [f(x)-2]= lim 986 Па tei 
x->+œ 


x>+oL\xX 


Tương tự, lim [ƒ(x)—2]= 0. 
x—>—œ 


Hình 17 


CHÚ Y 
Nếu lim Дх) = lim ƒq)=ỉ,taviếtchunglà lim f(x) =I. 
x->+© x—= xto 


ĐỊNH NGHĨA 


Cho hàm số y = f(x) xác định trên một khoảng vô hạn (là 
khoảng dạng (a ;+œ), (—œ ; b) hoặc (—œ ;+œ)). Đường 
thẳng y = yọ là đường tiệm cận ngang (hay tiệm cận ngang) 
của đồ thị hàm số y = Дх) nếu ít nhất một trong các điều kiện 
sau được thoả mãn 


lim f(x) = уо, lim Дх) =y. 
x->+œ г в] 


Trong Ví dụ 1. đường thẳng y = 2 là tiệm cận ngang của đường hypebol 
у= L +2. 
x 


Ví du 2. Cho hàm số 
fs 1+1 


Ух 


xác định trên khoảng (0 ; +®). 


Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang y = 1 vì 


lim ƒ()= lim Í 


x—+o хЭ+о 


+i)». 


П – ĐƯỜNG TIÊM CÂN ĐỨNG 
2 


Tính lim (+) và nêu nhận xét về khoảng cách MH khi x — 0 (H.17). 
хәб л 


ĐỊNH NGHĨA 


Đường thẳng x = xạ được gọi là đường tiệm cận đứng (hay tiệm 
cận đứng) của đồ thị hàm số у = Дх) nếu ít nhất một trong các 
điều kiện sau được thoả mãn 


lim ЈО) = +0, lm (х) = 0, 


х—эху x—x90 
lim f(x) =—o, lim f(x) = +. 
х=й x> 


Ví du 3. Tim các tiêm cân dúng và ngang cüa dó thi (C) cüa hàm só 


х-1 


ёш үз а 3-0; ное наа аутар đường thẳng 
хэ-2+х+2 хэ27х+2 


x = —2 là tiệm cận đứng của (С). 
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х—1 


Vì lim = 1 nên đường thẳng 
x->‡eo X + 2 yA 


y=1 là tiệm cận ngang của (C). 
Đồ thị của hàm số được cho trên 
Hình 18. 


Hình 18 
š ` 2x2 +x+1 
Ví du 4. Tìm tiệm cận đứng của đồ thị hàm só y = = == w 
= 
бату a CC Ж нды lầu ОЕ Sl осин 
зү 2x—3 зү 2x-3 
x35) :¬() 


đường thẳng x = 5 là tiệm cận đứng của dó thị hàm số đã cho. 


Bởi tập 
Tìm các tiệm cận của đồ thị hàm số : 

2 -х+7 
а)у= =; b)y= ; 
)z 2-3 а х+1 

2x—5 7 
gys ; đ)y=——1. 
)y ca )y = 
Tìm các tiệm cận đứng và ngang của đồ thị hàm số : 
2 
ЖЕ ЖОР, 
Dye- ma 
3-2x-5x 
Ух +1 
а)у = à 


х-1 


KHẢO SÁT SỰ BIẾN THIÊN VÀ 
VẼ ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ 


1- SƠ ĐỒ KHẢO SÁT НАМ SỐ 
1. Tập xác định 
Tìm tập xác định của hàm số. 
2. Sự biến thiên 
e Xét chiêu biến thiên của hàm số : 
+ Tính đạo hàm y' ; 
+ Tìm các điểm tại đó đạo hàm y' bằng 0 hoặc không xác định ; 
+ Xét dấu đạo hàm y' và suy ra chiêu biến thiên của hàm số. 
° Tìm cực trị. 
* Tìm các giới hạn tại vô cực, các giới hạn vô cực và tìm tiệm cận (nếu có). 
* Lập bảng biến thiên. (Ghi các kết quả tìm được vào bảng biến thiên). 
3. Đồ thị 
Dựa vào bảng biến thiên và các yếu tố xác định ở trên để vẽ đồ thị. 
CHÚ Ý 
1. Nếu hàm số tuần hoàn với chu kì 7 thì chỉ cần khảo sát sự 
biến thiên và vẽ đồ thị trên một chu kì, sau đó tịnh tiến đồ thị 
Song song với trục Ох. 
2. Nên tính thêm toạ độ một số điểm, đặc biệt là toạ độ các 
giao điểm của đồ thị với các trục toạ độ. 
3. Nên lưu ý đến tính chắn, lẻ của hàm số và tính đối xứng của 
đồ thị để vẽ cho chính xác. 


31 


П - KHẢO SÁT MỘT SỐ НАМ DA THÚC УА НАМ PHÂN THÚC 


£ 1 
Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số đã học 
y=ax+b, у= ах? + Ьх+с 
theo sơ đồ trên. 


1. Hàm sõ y= ax? +bx +cx+d(a#0) 


Ví du 1. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm só y = xŸ + 3⁄2 — 4. 
Gidi 
1) Tàp xác dinh : R. 
2) Sự biến thiên 
e Chiều biến thiên 
у = 32 + 6x = 3x(x +2); 


x=0e] 


x=-2 
= 


Trên các khoảng (—œ ; —2) và (0; +0), y' dương nên hàm số đồng biến. 
Trên khoảng (—2 ; 0), y' âm nên hàm số nghịch biến. 

° Cực trị 

Hàm số đạt cực đại tại x = —2 ; ycp = y(—2) = 0. 

Hàm số đạt cực tiểu tại x =0 ; ycr = y(0) = -4. 


* Các giới hạn tại vô cực 


* Bảng biến thiên 


x| -œ -2 0 +оо 
У + 0 - 0 + 
0 +œ 
y „ке кө „е 
—o -4 
3) Đồ thị 


Ta có +3x2— 4= (х — (х +2)2 = 0 


Vậy (—2 ; 0) và (1 ; 0) là các giao điểm của dó thị với trục Ох. 

Vì y(0) = -4 nên (0 ; -4) là giao điểm của đồ thị với trục Оу. Điểm đó 
cũng là điểm cực tiểu của đồ thị. 

Đồ thị của hàm số được cho trên Hình 19. 
Lutu ý. Đồ thị của hàm số bậc ba đã cho có 
tâm đối xứng là điểm 7 (—1 ; —2) (H.19). 
Hoành độ của điểm I là nghiệm của 
phương trình у” = 0. 


4 


Hinh 19 
А, 
Khảo sát sự biến thiên và vẽ dó thị của hàm số y = — + 3x? – 4. Nêu nhận xét về 
đồ thị của hàm số này với đồ thị của hàm số khảo sát trong Ví dụ 1. 
Ví dụ 2. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
y =-а? + 3⁄2 —4х+ 2. 
Gidi 
1) Tập xác định : R. 
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2) Sự biến thiên 

e Chiều biến thiên 

Viy'=-3 +6x-4=-3(x- 12- 1< 0 với mọi x e B , 

nên hàm số nghịch biến trên khoảng (—œ ; +оо). Нат số không có cực trị. 
° Giới hạn tại vô cực 


S с 3 šE Яй 2 
lim y lim |—x Те = —o, 
x—>+0 x->+o x # „3 


5-2). 
жу P 


lim у 


x—— x——o 


lI 
1 
x 
ta 
a 
I 
| 


* Bảng biến thiên 


х —œ +œ 


3) Đồ thị 


Đồ thị của hàm số cắt trục Ox tại điểm (1 : 0), 
cắt trục Oy tại điểm (0 ; 2). 


Đồ thị của hàm số được cho trên Hình 20. 


Hình 20 


Dạng của dó thị hàm số bậc ba y = ах? + bx? + ex + d (a + 0) 


а>0 а<0 


Phuong trinh y Ў 
y=0 

có hai nghiệm č 
phân biét 


Phuong trinh 
y=0 
có nghiệm kép Ø 


Phương trình 
y=0 
vô nghiệm 


3 


з 
Khảo sát sự biến thiên và vë đồ thị của hàm só у л +х+1. 


Hàm số y = ах* + bx? + с (а + 0) 


Ví dụ 3. Khảo sát sự biến thiên và vë đồ thị của hàm ső y = 
Giải 

1. Tập xác định : E. 

2. Sự biến thiên 

* Chiều biến thiên 


x=l 
у' = 4х5 - Ах = 4x@2 -1);у'=0 < |x =-1 
x = 0. 
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Trên các khoảng (—1 ; 0) và (1 ; +œ), y' > 0 nên hàm số đồng biến. 
Trên các khoảng (—œ ; —1) và (0; 1), у < 0 nên hàm số nghịch biến. 
° Cực trị 

Hàm số đạt cực tiểu tại hai điểm х= —1 và x = 1 ; ycr = y(+1) =—4. 
Hàm số đạt cực đại tại điểm x = 0 ; ycp = y(0) = –3. 

° Giới hạn tại vô cực 


* Bảng biến thiên 


х —œ -1 0 1 +оо 
y _ 0 + 0 _ 0 + 
+ -3 + 
У IS TT ы sess =. ке 20 
3. Đồ thị 


Hàm số đã cho là hàm số chẵn, vì 
уб) = t- 20-0) — 3 

=й =p 3 У(Х). 
Do dó, dó thi nhàn truc Oy làm truc dói xúng. 
Đồ thị cất trục hoành tại các điểm (43 ;0) và 
(v3; 0) , cắt trục tung tại điểm (0 ; -3) (Н. 21). 
4 


Hình 21 


Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số у=—х* +2x? +3. 
Bằng đồ thị, biện luận theo m số nghiệm của phương trình —x' +222 +3= m. 
Ví dụ 4. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 

4 

x 2 


= за лы ы 
? 2 2 


Giải 
1. Tập xác định : E. 
2. Sự biến thiên 
e Chiều biến thiên 
y=- ~2x=—2x0Ÿ + 1); y' =0 œx =0, 
Trên khoảng (—œ ; 0), y' > 0 nên hàm số đồng biến. 
Trên khoảng (0 ; +œ), y' < 0 nên hàm số nghịch biến. 
° Cực trị 


Hàm số đạt cực đại tại х = 0, уср = y(0) => 


Hàm só khóng có diém cuc tiéu. 
° Giói han tai vó cuc 


* Bảng biến thiên 


x Feo 0 +о 
y + 0 = 
З 
У Кек сү 2 k: m 
оо —œ 
3. Đồ thị 
Hàm số đã cho là hàm số chắn vì У 


4 
ч =. 

5 {+ 5 ЭУ 

Do đó, đồ thị nhận trục Oy làm trục đối xứng. 


Mặt khác, y =0 © -x – 2x” +3 =0 


34 


2 


у(-х) = – + а у(х). 


=] 
02-002 +3) =0 х= +1. 


Dó thị cắt trục hoành tại các điểm (—1 ; 0) và (1 ; 0), 
cắt trục tung tại điểm (о 3] (H.22). 


Hinh 22 
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Dạng của đồ thị hàm só y = ax + bx2 +c (a= 0) 


a>0 a<0 
7 
Phuong trinh 
y'=0 
có ba nghiêm 
phân biêt o * 
# y 
Phuong trinh 
y=0 
có một # [2] x 
nghiém 


А: 
Lấy một ví dụ về hàm số dang y = ax + bx? +c sao cho phương trinh y'= 0 chỉ có 


một nghiệm. 
s 3 ax +b 
3. Hàm sô y= (с # 0, ad — be + 0) 
cx+d 
” . a iU S а ốc ë -х+2 
Ví du 5. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thi của hàm só y = GÌ” 
x 


Gidi 

1. Tập xác định : R \ {-1}. 

2. Sự biến thiên 

G+ - Ce 3 
+D œ+ 


e Chiều biến thiên y' = 


y' không xác định khi x = –1 ; у luôn luôn âm với moi x + –1. 
38 


Vậy hàm số nghịch biến trên các khoảng (—œ ; —1) và (—1 ; +оо). 


° Cực trị 


Hàm số đã cho không có cực trị. 


-х+ 2 
sTiệmcận lim у= lim ` =; 
x-L xo-I Х+1 
-х+2 
lim у= lim 2022-0. 
x——1* x¬-lt #+l 


Do đó, đường thẳng х = –1 là tiệm cận đứng. 
-x+2_ 


lim y= lim 
a — lu ло x +1 


Vậy đường thẳng y = —1 là tiệm cận ngang. 
* Bảng biến thiên 


x — -1 


=-1. 


У э 


3. Dó thi 
Đồ thị cắt trục tung tại điểm (0 ; 2) và 
cắt trục hoành tại điểm (2 ; 0) (H. 23). 
Lưu ý. Giao điểm của hai tiệm cận là 
tâm đối xứng của đồ thị. 


Ç а Số a у 


Hinh 23 
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Ví du 6. Khảo sát sự biến thiên và vë đồ thị của hàm số 


`. —. + 
° 2х +1 

Gidi 
1. Tập xác định : R \ Ы), 
2. Sự biến thiên 
s Chiều biến thiên 

о а ЕНИ 

(2х +1)? (2x+1# ` 


y' không xác định khi x = -5 š 


y' luôn luôn dương với moi х # = 


Уау hầm số đồng biến trên các khoảng [= - 3) và (z: +) 


2, 
° Cuc tri 
Hàm só dš cho khóng có cuc tri. 
° Tiệm cận 
а= 258 
( j ( | 2х +1 
x>|—— хэ|— 
2. 
x—2 


Do đó, đường thẳng x = Sẽ là tiệm cận đứng. 


Я TE _ 1 
lim у= lim =—- 
x->‡œ хә+=о2х+1 2 


Vậy đường thẳng y = — là tiệm cận ngang. 


1. 
2 


• Bảng biến thiên 


: + 
—œ = œ 
= 5 
у' + + 
+o 1 
y Lere `. 5 
2 —œ 
3. Đồ thị lỡ 
Đồ thị cắt trục tung tại điểm (0 ; -2) và 
cắt trục hoành tại điểm (2 ; 0) (H. 24). 
È y =} 
= 


Hình 24 
Dạng của đô thị hàm số y = =— (сж 0, a4— be # 0) 
=a¡ä— be D=ad—bc<0 
bd У 
© 
О 
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Ш - SỰ TƯƠNG GIAO СОА CÁC ĐỒ THỊ 
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Á 


6 

Tim toa độ giao điểm của đồ thị hai hàm số 
у= +2х-3, 
у= 2 -х+2. 


Giả sử hàm só у = Дх) có đồ thị là (Сү) và hàm só y = а(х) có dó thị là (C2). 
Để üm hoành độ giao điểm của (C) và (Ca), ta phải giải phương trình Да) = g(x). 
Giả sử phương trình trên có các nghiệm là xo, ху, ... Khi đó, các giao điểm 
của (С) và (C;) là Mo о), M (x, IFAD), .... 


Ví du 7. Chúng minh rằng đồ thị (C) của hàm số. 


_ж=1 


х+1 
luôn luôn cắt đường thẳng (4): y = m — x với mọi giá trị của m. 
Giải. (C) luôn cắt (d) nếu phương trình 


x-1 
=m- 1 
жыр п) 
có nghiém vói moi m. 
Ta có 
х-1 x —1 = (x + ])(m — х) 
=m-x 
x+1 x#-l 
sẻ х2 + (2- т)х-т-1=0 (2) 
x#-l. 


Xét phuong trình (2), ta có A =m +8 > 0 với moi giá trị của m và x = —1 
không thoả mãn (2) nên phương trình luôn có hai nghiệm khác —1. Vậy (C) 
và (đ) luôn cắt nhau tại hai điểm. 
Ví dụ 8 
a) Vẽ đồ thị của hàm số 

y =p +3222. 
b) Sử dụng đồ thị, biện luận theo tham só т số nghiệm của phương trình 

х3 + 3x2— 2 = m. (3) 


Gidi 
а) у =3) +6х; 
y=0©x=0,x=-2. 
Đồ thị có điểm cực đại là (—2 ; 2) và điểm 
cực tiểu là (0 ; –2). 


Đồ thị của hàm số y = x? + 3x — 2 được 


biểu diễn trên Hình 25. 
b) Số nghiệm của phương trình (3) bằng số 
giao điểm của đồ thị hàm số y = + 3v” — 2 Hình 25 


và đường thẳng y = т. 


Dựa vào đồ thị, ta suy ra kết quả biện luận về số nghiệm của phương trình (3). 


m > 2 : Phương trình (3) có một nghiệm. 

m = 2 : Phương trình (3) có hai nghiệm. 

~2 <m <2: Phương trình (3) có ba nghiệm. 
m = —2 : Phương trình (3) có hai nghiệm. 

m < ~2 : Phương trình (3) có một nghiệm. 


Bởi tập 
Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số bậc ba sau : 
a) y=2+3x—xŸ; b) у=? + 4х2 +4х; 
с) у=? +2 +95; d) у= 25 +5. 


Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số bậc bón sau : 


а) у= =“ +822 -1; b) у= х4 -2x +2; 
9y= забна? cổ: d) y=-2⁄2 — +3. 


Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số phân thức : 


x+3 1—2x —x+2 
а) у= ч b) у= Н с) у= r 
> i од a m 
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Bằng cách khảo sát hàm só, hãy tìm số nghiệm của các phương trinh sau : 
а) x -322+5=0; b)-2x +3x2-2=0; с) 222-2 = -1. 
а) Khảo sát sự biến thiên và vë đồ thi (С) của hàm số 

y=-x)+3x +1. 
b) Dựa vào đồ thị (C), biện luận về số nghiệm của phương trình sau theo 
tham số m 

XÃ — 3y + т =0. 


тх — 1 


Cho hàm só у = 
2x+m 


a) Chứng minh rằng với moi giá trị của tham só m, hàm số luôn đồng biến 
trên mỗi khoảng xác định của nó. 

b) Xác định m để tiệm cận đứng của đồ thị đi qua А(—1; 42). 

c) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 2. 


Cho hàm số y = ы ые? +т. 
4 2 


а) Với giá trị nào của tham só т, đồ thị của hàm só di qua điểm (—1; 1) ? 
b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số khi т = 1. 
c) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm có tung độ bằng Z 
Cho hàm sõ 
у= + (т + 3) +1- m (m là tham số) 
có đồ thi là (С). 
а) Xác dinh m để hàm số có điểm cực đại là x = —1. 


b) Xác định m để đồ thị (Cp) cắt trục hoành tại x = ~2. 
Cho hàm số 


ya eE GS нн нн at SỐ) 
x-1 

có đồ thị là (G). 

а) Xác định m để đồ thị (G) đi qua điểm (0 ; –1). 

b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số với m tìm được. 

c) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị trên tại giao điểm của nó với 

trục tung. 


7. 


Ôn tập chương 1 


Phát biểu các điều kiện để hàm số đồng biến, nghịch biến. Tìm các khoảng 
đơn điệu của các hàm số 


у= х? +252 — x-1, 


2029. 
BE Eg 
Nêu cách tim cuc dai, cuc tiéu cùa hàm só nhò dao hàm. Tim các cuc tri 
cüa hàm só 
y= x! - 2x? +2. 
Nêu cách tìm tiệm cận ngang và tiệm cận đứng của đồ thị hàm số. Áp dụng 
để tìm các tiệm cận của đồ thị hàm số 
2x+3 
mẽ 
Nhắc lại sơ đồ khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số. 


Cho hàm số y = 2v” + 2mx + m — 1 có đồ thị là (C), m là tham số. 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 1. 
b) Xác định m để hàm số : 

i) Đồng biến trên khoảng (—1 ; +œ) ; 

ii) Có cực trị trên khoảng (—1 ; +). 
c) Chứng minh rằng (C 
mọi m. 


) luôn cắt trục hoành tại hai điểm phân biệt với 


m 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số 
Дх) =—Ў +332+9x+2. 
b) Giải bất phuong trình f'(x — 1) > 0. 
c) Viết phương trinh tiếp tuyến của đồ thi (C) tại điểm có hoành độ xo, biết 
rằng ƒ"(xạ) = —6. 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số 
у= 8х 1. 


45 


10. 


11. 
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b) Dựa vào đồ thị (C). biện luận số nghiệm của phương trình sau theo 
pay da 
3 
c) Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm cực đại và điểm cực tiểu của 
đồ thị (C). 
Cho hàm số 
Дх) =V — 3m32 + 3(2m — 1)x + 1 (m là tham số). 
a) Xác định m để hàm số đồng biến trên tập xác định. 
b) Với giá trị nào của tham số m, hàm số có một cực đại và một cực tiểu ? 
с) Xác định m để ƒ"(x) > 6x. 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số 
3 


14 2 
х) = х" – 3х2 + =. 
#œ) 5 5 


b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có hoành độ là 
nghiệm của phương trình ƒ”(x) = 0. 
c) Biện luận theo tham số m số nghiệm của phương trình xt _ 6⁄2 +3 = m. 
Cho hàm só 
у= = + 2тх2 — 2m + 1 (m là tham số) 
có đồ thị là (C,). 
a) Biện luận theo z số cực trị của hàm số. 
b) Với giá trị nào của m thì (С) cắt trục hoành ? 
с) Xác định т để (С,,) có cực đại, cực tiểu. 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số 
x+3 
x+1 


b) Chứng minh rằng với mọi giá trị của m, đường thẳng y = 2x + m luôn 
cát (C) tại hai điểm phân biệt M và N. 


c) Xác định m sao cho độ dài MN là nhỏ nhất. 


d) Tiếp tuyến tại một điểm 5 bất kì của (С) cắt hai tiệm cận của (C) tại P 
và Q. Chứng minh rằng Š là trung điểm của PQ. 


a 


12. Cho hàm ső f(x) = ix = 292 = +6. 


а) Giải phương trình ƒ'(sinx) = 0. 
b) Giải phương trình f "(cos x) = 0. 


c) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số đã cho tại điểm có hoành 
độ là nghiệm của phương trình f"(x) = 0. 


Bài tập trắc nghiệm 
Chọn khẳng định đúng trong các bài sau đáy. 
1. Số điểm cực trị của hàm số y = _ =t#3 7 Tap 
(A)1; (В) 0; (Œ@3: (D)2. 


2. Số điểm cực đại của hàm số y = x + 100 là: 


(A0; @®)1; (С) 2; (D)3. 
3. Số đường tiệm cận của đồ thị hàm số y = L m: 
l+x 
(А)1; (В) 2; (©з; (D)0. 
a Нав у= 2 абак Biển trên; 
x+3 
(А) Е; (В) Cœ;3); (С) (3; +0) ; (D) R\{-3). 


5. Tiếp tuyến tại điểm cực tiểu của đồ thị hàm số 
y= 122-202 +3x—5 


(A) Song song với đường thẳng x = 1 ; 
(B) Song song với trục hoành ; 
(C) Có hệ số góc dương ; 
(D) Có hệ số góc bằng —1. 
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спис о Е 


НАМ SỐ LUY THỪA, НАМ SÓ МО VÀ 
НАМ SỐ LÔGARIT 


Luỹ thừa 

Hàm số luỹ thừa 

Lôgarit 

Нат số mũ, hàm số lôgarit 
Phương trình mũ và lôgarit 
Bất phương trình mũ và lôgarit 


LUY THÜA 


1- KHÁI NIỆM LUY THỪA 
1. Luỹ thừa với số mũ nguyên 


T 
2 3 
Tính (I,5# 3) ; a>. 


Cho n là một số nguyên duong. 


'Với a là số thực tuỳ ý, luỹ thừa bạc n của a là tích của n thừa số a 


W ES t. AQ 


—— 


n thừa só 


Với a +0 


Trong biểu thúc a” , ta gọi a là cơ số, số nguyên m là số mũ. 
CHÚ Ý. 
0°và 07" không có nghĩa. 
Luỹ thừa với số mũ nguyên có các tính chất tương tự của luỹ 
thừa với số mũ nguyên dương. 
Ví đụ 1. Tính giá trị của biểu thức 


1 —10 1 -0 
A= (2) ОЛУ 3200095 1.95 2+ (2) И 


Сг Апа Е 


рав = 
= ТОШ Ба т =3+1+4=8. 


= (а #0,а #+1). 
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Giải. Với a+ 0, а + +1, ta có 


B=|a/2q+a? ) -22a |. —— 


aaa) 


= [z 2 + 2 —2a2)- 5 


а =g 


= а/2(а? - p Ча =з. 


а(а? — 1) 


2. Phương trinh x" = b 


А: 
Dựa vào đề thị cửa các hàm số у= và у= 1“ (Н 28, Н 27), hãy hiện luận then b 


số nghiệm của các phương trình х? =b үах“ =b. y 


Hinh26 Hinh 27 


Đồ thị của hàm số y = x2t*Ủ có dang tương tự đồ thị hàm só y = x? và dó thi 
hàm số y = x°% có dang tương tự đồ thị hàm só у = х*. Từ đó ta có kết 
quả biện luận số nghiệm của phương trình x” = b như sau : 

a) Trường hợp n lẻ : 

Với mọi số thực b, phương trình có nghiệm duy nhất. 

b) Trường hợp n chẵn : 

Với b <0, phương trình vô nghiệm ; 

Với b =0, phương trình có một nghiệm x = 0 ; 


Với b > 0, phương trình có hai nghiệm đối nhau. 
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3. Căn bậc n 


Cho só nguyën duong n, phuong trinh 


dua dén hai bài toán nguoc nhau : 

° Biét a, tính b. 

° Biét b, tính a. 

Bài toán thứ nhất là tính luỹ thừa của một số. Bài toán thứ hai dẫn đến 
khái niệm lấy căn của một số. 


a) Khái niệm 


Chẳng hạn, 2 và —2 là các căn bậc 4 của 16; -in căn bậc 5 của = 


Cho số thuc b và số nguyên duong п (n > 2). Só а được gọi là 


căn bậc n của số b nếu a” = b. 


Từ định nghĩa và kết quả biện luận về số nghiệm của phương trình x” = b, 
ta сб: 
Với n lễ và b є R : Có duy nhất một сап bậc n của b, kí hiệu là sp. 
b <0: Không tôn tại căn bậc n của b ; 
Với n chẵn và b =0: Có một căn bậc n của b là số 0 ; 
b >0: Сб hai căn trái dấu, kí hiệu giá trị dương là Б, 
còn giá trị âm là b . 
b) Tính chất của căn bậc n 


Từ định nghĩa ta có các tính chất sau : 


Ча 
Yo 
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AE a, khi n lẻ 
а" = 
lal, khi п chán ; 


№, minh tính chất аА = Jab. 
Ví du 3. Rút gon các biéu thúc : 
КЕЛЕЕ DJ. 
Giải 
a) У4.ў-8 = 5-32 = Jez =-2. 
555 = 8)? = vã. 


4. Luỹ thừa với số mũ hữu tí 
Cho số thực a dương và số hữu ti г = ш; trong dó m e Z, 
n 


n e N, п> 2. Lu thừa của а với số mü r là số a” xác định bởi 


an = а (а> 0, п2 2). 


Ví dụ 5. Rút gọn biểu thức 


Giải. Với x và y là những số dương, theo định nghĩa, ta có 
1 1 


уу 
усш the 
x4+y4 


D 


Luỹ thừa với số mũ vô tỉ 
Ở lớp dưới, ta đã biết số 42 là một số vô ti được biểu diễn dưới dạng 
số thập phân vô hạn không tuần hoàn : 

V2 = 1,414 213 562... 
Gọi г, là sõ hữu tỉ thành lập từ n chữ só đâu tiên dùng để viết № ó dang 
thập phân, п = 1, 2,..., 10. 
Sử dụng máy tính, ta tính được 3” tương ứng. Ta có bảng ghi các dãy số 
Œ„) và (3”) với n = 1, 2, ..., 10 như sau : 


n Ta э» 

1 1 3 

2 |14 4.655 536 722 
3 |141 4,706 965 002 
4 |14414 4,727 695 035 
5 1,4142 4,728 733 93 
6 |141421 4,728 785 881 
7 |1414213 4,728 801 466 
8 |1,4142135 [4,728 804064 
s, 1.414 213 56 4.728 804 376 
10 | 1,414 213 562 | 4,728 804 386 


Người ta chứng minh được rằng khi n — +оо thì dãy só (32) dán đến một 
giói han mà ta goi là 32. 
Sử dụng máy tính bó túi (có mười chữ số thập phân), ta có 


3Ý? = 4,728 804 388. 
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Cho а là một số duong, о là một số vô ti. Ta thừa nhận rằng luôn có một 
dãy số hữu ti (7,) có giới hạn là а và dãy số tương ứng (а^) có giới hạn 
không phụ thuộc vào việc chọn dãy số (r„). 
Та gọi giới hạn của dãy số (đ”) là luỹ thừa của a với số mũ о, 
kí hiệu là a“. 
a” = іт а” với а = іт б> 
п-›+о п-›+о 


Chú ý. Từ định nghĩa, ta có 1% = 1 (о є R). 


П - TÍNH CHẤT СОА LUỸ THỪA VỚI SỐ MÜ THUC 


А 
Hãy nhắc lại các tính chất của luỹ thừa với số mũ nguyên dương. 
Luỹ thừa với số mũ thực có các tính chất tương tự luỹ thừa với số mũ 


nguyên dương. 
Cho a, b là những số thực dương ; æ, Ølà những số thực tuỳ ý. Khi đó, ta сб: 


Nếu a > 1 thì aZ > af khi và chỉ khi a> £ . 


Nếu а < 1 thì а >a” khi và chỉ khi z < P. 
Ví du 6. Rút gon biéu thúc 
a=, 2-9 


—IU (а> 0). 
(бз 


= 


54 


Giải. Với a > 0, ta có 
А124 
hố e 
a(J2-2)CÍ2+2) 


А 
ова)?" 


Rút gon biéu thúc Ез АЕ (а>0). 


Ví du 7. Không sử dung máy tính, hãy so sánh các số 573 уй 550, 
Giải. Та có 24/3 = V12, 32 = VIB. 


Do 12 < 18 nên 25 < 342. 
Vì cơ số 5 lớn hơn 1 nên 57 < s32, 
А 
3 


v§ 
So sánh các số (3) và Bì 


Bài tập 
1. Tính: 
2 2 - 
a) 95.275; b) 1444 :94; 
1075 = 2 
c) (2) + 0,25 2; d) (0,04) LỄ — (0,125) 3. 


2. Сһоа, blà những số thực dương. Viết các biểu thức sau dưới dang luỹ thừa 
với số mũ hữu tỈ : 


1 1 3 

а) a3. Ja; b) b2. b3. p; 
4 Е 

с) аз: Ya; а) Yb : b6. 
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3. Viết các só sau theo thứ tự tăng dán : 
-3 -f 1 
а) 525.5 1 ; B á b) s°.|3] 825. 
2 7 
4. Choa, blà những số thực duong. Rút gọn các biểu thức sau : 


4 1 2 1 
КЕКЕ b5 (iot - Jr) 


b) —ə———ə— 


TE. Kì 2 
СЕЖЕ 3 (96 452) 
k ! L 1 1 1 
3 a3b 3-а 3b3 š а аз Б + bva 
Ya -Jo Ya + Yo 
5. Chứng minh rằng : 
VÀ Quan, 


HÀM SỐ LUỸ THỪA 


< 


I- KHÁI NIÊM 
ї 1 
Ta đã biết các hàm số y = x" (n e N°), у= ==, у= үх = x2 (х> 0). 
x 


Вау giờ, ta xét hàm só у = x“ với ølà số thực cho trước. 


| Hàm số у = x7, với æ е В, được gọi là hàm số luỹ thừa. 


Chẳng hạn, các hàm số y = x, y = x”, у= 
là những hàm số luỹ thừa. 
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1 
А Vẽ trên cùng một hệ trục toa độ đồ thị của các hàm số sau và nêu nhận xét về tập 
1 
1 


xác định của chúng : у= 2, у= х2, у=х7 
CHÚ Ý 
Тар xác định của hàm số luỹ thừa у = x” tuỳ thuộc vào giá trị 


của æ. Cụ thể, 
Với æ nguyên dương, tập xác định là R ; 
Với а nguyên âm hoặc bằng 0, tập xác định là R \ {0}; 


Với a không nguyên, tập xác định là (0 ; +оо). 


П - РАО НАМ СОА HÀM SỐ LUỸ THỪA 


lớp 11, ta đã biết đạo hàm của các hàm số у = x" (пећ, п>1) và 


= ух là 


б 
y 


Một cách tổng quát, người ta chứng minh được hàm số luỹ thừa y = x” 


(а є R) có đạo hàm với mọi x > 0 và 


Ví dự 1 
[ SỈ Ж; А 
а) (x4 =y 4 = 97629: b) (£) = В > 0). 


2 
Аз, дао hàm сйа сас hàm 5б: 


2 
у=х 3, T, у= 
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А? 


CHÚ Y 


Cóng thúc tính dao hàm cüa hàm hop dói vói hàm só lu$ thira 


có dang 


L. 


(00) = аше ш 


Vídu 2 


2 


1 


(ог аж й) Е 2022 +x-Ð 3х2 +х—1ў 


Tính đạo hàm của hàm só у= (322 - 2. 


2(4х +1) — 


II - KHẢO SÁT НАМ SỐ LUỸ THỪA у= х“ 


58 


Tập xác định của hàm số luỹ thừa y = x“ luôn chứa khoảng (0 ; +œ) với 


mọi с є R. Trong trường hợp tổng q 
khoảng này (gọi là tập khảo sát). 


у= x“, а>0 


uát, ta khảo sát hàm só у = x“ trên 


y= x“ а<0 


1. Tập khảo sát : (0 ; +оо). 
2. Sự biến thiên 

ya ах®\> 0; Vx>@ 
Giới hạn đặc biệt : 


+ а í a 
Da # ей, Ши 7 =:1@: 
х—›0* x->+œ 


Tiệm cận : Không có. 


1. Tập khảo sát: (0; +). 
2. Sựbiến thiên 
у= ax! < 0, Vx>0. 
Giới hạn đặc biệt : 
lim x“ = +0, lim х =0. 

x->0? x->+œ 
Tiệm cận : 
“Trục Ох là tiệm cận ngang, 


Truc Oy là tiệm cận đứng của đồ thị. 


3. Bàng bién thién 3. Bảng biến thiên 


0 +оо 3 |0 +0 
n 1 y = 
s n +0 у Hà eN 
0 0 
4. Đồ thị (H. 28 với z > 0). 4. Đồ thị (H. 28 với z < 0). 
yA 


a>l 


0<œ<l 
=0 


œ<0 
= 


х 


Hình 28 


Đồ thị của hàm số luỹ thừa у = x” luôn đi qua điểm (1 ; 1). 
Trên Hình 28 là đồ thị của hàm số luỹ thừa trên khoảng (0 ; +œ) ứng với 
các giá trị khác nhau của а. 
CHÚ Ý 

Khi khảo sát hàm số luỹ thừa với số mũ cụ thể, ta phải xét 

hầm số đó trên toàn bộ tập xác định của nó. 
Dưới đây là dạng dó thị của ba hàm số : y = x (H. 29a), y = x 2 (H. 29b), 
у= х" (H.29c). 


лр 


+ 
b) 9 


Hình 29 
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Ví du 3. Khảo sát sự biến thiên và vë dó thị của hàm số y = x 4. 
1. Tập xác định : D = (0; +). 
2. Sự biến thiên 
3 20 
Chiều biến thiên : у'= Е Н. 
Та có y' < 0 trên khoảng (0; +оо) nên hàm số đã cho nghịch biến. 


Tiệm cận : lim y=+œ, lim y=0. 
х0* x->+œ 


2 


Dó thi có tiêm cân ngang là truc hoành và 
cá tiệm cận đứng là trục tung. 


Bảng biến thiên 
х 0 +оо 
Ў = 
+0 
F = == Ü 
3. Dó thi (H.30). Hinh 30 


Bảng tóm tát các tính chất của hàm số luỹ thừa y = x” trên khoảng (0; +оо) 


œ>0 œ<0 


Đạo hàm у'= ax2-1, y'=ax2-1, 


Chiều biến thiên | Hàm số luôn đồng biến. | Hàm số luôn nghịch biến. 


Tiệm cận ngang là trục Ох, 


Шин Khong cs: tiệm cận đứng là trục Oy. 
Đồ thị Dó thị luôn di qua điểm (1; 1). 
Bài tộp 
1. Tìm tập xác định của các hàm số : 
=4 З 
а) у= (1-х) 3; b) у= @ х2)5; 
9) y= (02-12; Dy- -t-f 


2. Tính đạo hàm của các hàm số : 
1 


a y=- x+; b) у= (4-х 22)1; 
x 
с) y=Gx+D2; а) у= (5-ху. 
3. Khảo sát sự biến thiên và vë đồ thị của các hàm số : 
4 
aneng b)y= x3. 
4. Hãy so sánh các số sau với 1 : 
а) (4127; b) (0,2)03; 
oun; а) (3)4. 


5. Нау so sánh các cặp só зай: 


Таа йер үр е, 03 03. 
а) (3,1) < và (4,3) < ; Dy T và T š с) (0,3) “và (0,2) s 


LÔGARIT 


I- KHÁI NIÊM LÔGARIT 


А: 
Tìm x để : 


a)2' =8; b)2'=—; с)3" =81; d) 5* =—. 
Cho só a duong, phuong trinh 
а =Ь 
đưa đến hai bài toán ngược nhau : 
° Biết z , tính b. 
° Biết b, tính о. 
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Bài toán thứ nhất là tính luỹ thừa với số mü thực của một số. Bài toán thứ 
hai dẫn đến khái niệm lấy lôgarit của một số. Người ta chứng minh được 
rằng với hai số dương a, b, a + 1, luôn tồn tại duy nhất số z sao cho ač =b. 
1. Dinh nghia 
Cho hai số duong а, b với а + 1. Số œ thoả mãn đẳng thúc 


a” = b được gọi là lôgarit cơ số a của b và kí hiệu là log, b. 


а = log, b Фа = b. 


Vídu 1 
A 
а) loga8 =3 vì 22 =8; b) 10819 = -2v (1) =9. 
3 3 
2 


7 1 
а) Tính log, 4, log, —. 
) ogis орт 
2 
b) Có các số x, y nào để 3* =0, 27 =-3 hay không ? 


CHÚ Ý 
Không có lôgarit của số âm và số 0. 
2. Tính chất 


Cho hai số đương a và b, a + 1. Ta có các tính chất sau đây. 


log,1 = 0, log4a = 1, 


a'9aP = b, log (a#) = a. 


3 
А Hãy chứng minh các tính chất trên. 
Ví dụ 2 


a) 321985 = (30835)? = 52 =25, 


1 “з 
b) log; 8 = log; (2) =-3. 
> 2 
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) ` 
1 bas 
logy~ 98s 
Tính an (i) A 


25 


II — QUY TÁC TÍNH LÓGARIT 


А: 
Cho b, =9”, =2. 
Tính log, bị +log; b, ; log, (bb, ) và so sánh các kết quả. 


1. Lôgarit của một tích 


ĐỊNH LÍ 1 


Cho ba số duong a, bị, b, với a + 1, ta có 


loga(bb¿) = log, bị + log, bạ . 


Lôgarit của một tích bằng tổng các lôgarit. 
Chứng mình. Đặt о = log, bị, đa = log, bạ, ta có 
оу + 05 = log, b + log, bạ. (1) 
Mặt khác, vì bị = a 1, bạ = a2, suy ra bby = a% а® = a112, 
Do đó оу + Go = log, (bb). (2) 
Từ (1). (2) suy ra 
loga (bib) = log, bị + 1084 ba. н 
Ví du 3. Tính logg 9 + 10864. 
Giải. logs 9 + logs 4 = logs(9.4) = logs 36 = 2. 
CHÚ Ý 
Định lí 1 có thể mở rộng cho tích của n số dương : 
logu(hbs...b„) = log, bị + log, bạ +... + log, b, 
(а, bị, bạ,.... by > 0, a # 1). 
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6 


7 1 3 
Tính log; 2+2log, s 108, m 


2 2 ® 


2. Lôgarit của một thương 
7 


b а А 
Cho b, = 25, b, =Ỷ. Tính log, bị —log, bạ, log, 7 và so sánh các kết quả. 
Я 


DINH LÍ 2 


Cho ba số duonga, bị, bạ với a z 1, ta có 


юм = log, b — log, bx. 


Lógarit của một thương bằng hiệu các lôgarit. 


Đặc biệt loga = = -log b | (а> 0, b> 0, ағ 1). 


Định lí 2 được chứng minh tương tự Định lí 1. 
Ví dụ 4. Tính log; 49 — log; 343. 


Giải. 1027 49 — log; 343 = бв = 1077 = -log 7 = –1. 


3. Lôgarit của một luỹ thừa 


ĐINH LÍ 3 


Cho hai số dương a, b ; a + 1. Với mọi о, ta có 


log, b“ = zlog„b. 


Lôgarit của một luỹ thừa bằng tích của số mü với lôgarit của 
cơ số. 


Đặc biệt 
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Chứng minh. Đặt В = log, b thì b = af. 
Do đó b“ = (а) = a5, 
Suy га aß = log, b” һау alog, b = log, Б“. 


Ví dụ 5. Tính giá trị của các biểu thức : 
т 1 
а) log2 47; b)logs КД = 72198515: 
Gidi 
1 2 
ые r Ë 2; 
а) log, 4’ = 10852! = 719822 = Sẽ 


b) logs V3 = 2108515 = logs JB- logs I5 


1 


v3 1 = 
= ke = bergs logs 5 2= T 


Hi - ĐỔI CƠ SỐ 


8 
А Cho a = 4, b = 64, с= 2. Tính log, b, 1ог„а, log,b. 
Tìm một hệ thức liên hệ giữa ba kết quả thu được. 


Đặc biệt 


ĐỊNH LÍ4 


Cho ba số dương a, b, c với a # 1, c + 1, ta có log, b = 


1 
log, а 


log,b = (b=1) 


log z b= Llog, b (а = 0). 


log. b 
log.a ` 
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Chứng minh. Theo tính chất của lôgarit và Định lí 3, ta có 
log, b = log, (alo8a Sỹ = loga b.log, a. 


Via +1 nên log.a # 0. Do dó 


log„b = 108207 = 
log.a 
IV - VÍ DỤ ÁP DUNG 
Ví dụ 6. Tính : 
10, 2 
а) 208415; b)3 к : 


Giải 
a) Ta сб 108415 = log„; 15 = 20, 15 = log 4/15 . 
Do đó 21915 ~ 71082415 _ ,/15, 


= 
b) Vì logı 2= log, 2= ioma = 10032 3 = logs 1 
27 3 


ЕЙ 
1 
log ¡ 2 logy—— 
ёл “7 <3 # L. 
#2 
Ví du 7. Cho а = log, 20. Hãy tính logag 5 theo c. 
Giải. Ta có 


а = log, 20 = 108) (22.5) = 2108) 2 + log 5 = 2 + logo 5, 


Suy га 10855 = а – 2. 
Vậy 108205 = лов ш 
Іор» 20 а 


Ví du 8. Rút gọn biểu thức 


1 
А = log; 7+ 2logo 49 - lo, = 
51 89 557 
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Giải. Ta có 
A=log 17+ 2log.› (72) —log (71) 
32 
= -loga 7 + 21003 7 + 2loga 7 = 3loga 7. 
Ví dụ 9. So sánh các số log, 3 và 10865. 
Giải. Đặt а = 1083, В = 108 5. 
Tacó 2# =3> 2lnên œ >1; 62 = 5 < 6Ìlnên Ø <1. 
Suy ra а > В. 
Vậy logo 3 > 1085. 


V — LÓGARIT THÀP PHÁN. LÓGARIT TU NHIÉN 


1. Lôgarit thập phân 
| Lôgarit thập phân là lôgarit cơ số 10. 
logiob thường được viết là logb hoặc lgb. 


2. Lôgarit tự nhiên 


п 
Người ta chứng minh được dãy só (u„)Với и, = (i +1) có giói han là 
n 


một số vô ti và gọi giới hạn đó là e, 


ү 
e= lim Ë + 3) š 
пЭ +o n 
Một giá trị gần đúng của e là е = 2,718 281 828 459 045. 
| Lôgarit tự nhiên là lôgarit cơ số e. 
log, b được viết là Inb. 
CHÚ Ý 
Muốn tính Іор, b, với а + 10 уда + e, bằng máy tính bỏ túi, 
ta có thể sử dụng công thức đổi cơ số. 
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Chàng han, 
logga = 1083 x 1.584 962 501. 
log2 


logs0,8 = 1208 „ _0,203114013. 
13 
Bồi tộp 
Không sử dụng máy tính, hãy tính : 
a) вру: b) log; 2; 
4 
с) log 4/3: d) logo 50,125. 
Tính : 
a) 41923. b) 2719892; 
5 9%®в?. 4) 41088 27 
Rút gọn biểu thức : 


a)logs 6.1088 9.10862 ; b) log, b° + log 2 bỂ. 
So sánh các càp só sau : 
а) logs 5và log; 4 ; 
b) logo s 2 và logs 3 ; 
с) loga 10% logs 30. 
a) Cho a = 102303, b = logao 5. Hãy tính logao 1350 theo a, b. 


b) Cho с = 10215 3. Hãy tính 102515 theo с. 


BAN CÓ BIÉT 


AI ĐÃ PHÁT MINH RA LÓGARIT ? 


Në-pe (John Napier) là nhà toán hoc Xcót-len (Scotland). 
Ông sinh năm 1550 tại Me-ti-ston (Metiston-Castle), 
gần thành phố Ê-đin-bơc (Edinburgh) và tốt nghiệp 
trường Đại học Tổng hợp Ê-đin-bơc. 

Мё-ре là người phát minh ra lôgarit. Thuật ngữ "Lógarit" do 
ông đề nghị xuất phát từ sự kết hợp hai từ Ні Lạp )óyoç (đọc 
là "logos" có nghĩa là số) và 'œptôu óc (đọc là "aritmos" có 
nghĩa là sñ) Trang toán học sổ, hình nhưng, lận nhiring, 
được gọi là các tí số kép, bội ba,... Như vậy, đối với Nê-pe, từ 
Aóyos 'орі Өцӧѕ có nghĩa là "số {i số". Lôgarit được Nê-pe J. Napier 
xem là số trợ giúp để tính số của hai số. (1550 — 1617) 


Trong tác phẩm "Mô tả bảng lôgarit kì diệu" (1614), Nê-pe đưa ra định nghĩa và 


các tính chất của lôgarit. Lôgarit mà Nê-pe xét có cơ số gần bằng Ш. 
e 


Thuật ngữ "Lôgarit tự nhiên" do Men-gô-li (P. Mengoli — 1659) và Men-ca-tơ 
(N. Mencator — 1668) dua ra. Năm 1893, Prin-xêm (A. Pringshelm) dà kí hiëu 
lógarit tự nhiên của só N bởi In N. Bởi vậy, việc gọi lôgarit tự nhiên là lógarit Nê- 
pe không có cơ sở. Tuy nhiên, người ta vẫn thường gọi như vậy có lẽ là do đã 
gắn lôgarit tự nhiên với tên người thiết lập bảng lôgarit đầu tiên. 

Ngoài ra, Nê-pe còn là tác giả của một loạt các công thức dành cho việc giải các 
tam giác cầu, rất tiện lợi cho việc lấy lôgarit. 

Ngày 4-4-1617, Nê-pe qua đời tại quê hương ông. 
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HÀM SÓ MÜ. HÀM SÓ LÓGARIT 


47 / 


1- НАМ SỐ MÜ 
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Ví dụ 1. Bài toán "lãi kép” 


Một người gửi số tiền 1 triệu đồng vào một ngân hàng với lãi suất 7Z/năm. 
Biết rằng nếu không rút tiền ra khỏi ngân hàng thì cứ sau mỗi năm, số tiền lãi 
sẽ được nhập vào vốn ban đâu (người ta gọi đó là lãi kép). Hỏi người đó được 
lĩnh bao nhiêu tiên sau n năm (n = N°), nếu trong khoảng thời gian này 


không rút tiền ra và lãi suất không thay đổi ? 


Giải. Giả sử n > 2. Gọi số vốn ban đầu là P, lãi suất là r. Ta có P = 1 (triệu đồng), 


г= 0,07. 
• Sau năm thứ nhất : 
Tiền lãilà Д = Рг = 1. 0,07 = 0,07 (triệu đồng). 
Số tiền được lĩnh (còn gọi là vốn tích luỹ) là 
P, = P +T, = P + Pr = P( + r) = 1,07 (triệu đồng). 
* Sau năm thú hai : 
Tiền lãilà T, = Вг = 1,07. 0,07 = 0,0749 (triệu đồng). 
Vốn tích luỹ là P, = А + T, = P, + Вг = А(1+ r) 
= P(1 + r)? = (1,07)? = 1,1449 (triêu đồng). 

* Tương tự, vốn tích luỹ sau n năm là 

„ = P + r)” = (1,07)” (triệu đồng). 


Vậy sau n пат, người đó được lĩnh (1,07)" triệu đồng. 


Ví dụ 2. Trong Vật lí, sự phân rã của các chất phóng xạ được biểu diễn 


bằng công thức 


°з 


trong đó mo là khối lượng chất phóng xạ ban đầu (tại thời điểm 7 =0), m(t) 
là khối lượng chất phóng ха tại thời điểm т, 7 là chu kì bán rã (tức là 
khoảng thời gian để một nửa số nguyên tử của chất phóng xạ bị biến thành 
chất khác). 


Ví du 3. Dân số thế giới được ước tính theo công thức $ = Ае"! trong đó A 
là dân số của năm lấy làm mốc tính, $ là dân số sau n năm, ¡ là tỉ lệ tăng 
dàn số hàng năm. 


1 

А’. biết nám 2003, Việt Мат có 80 902 400 người và f lệ tăng dân só là 1,47%. 
Hỏi năm 2010 Việt Nam sẽ có bao nhiêu người, nếu fỉ lệ tăng dân số hàng năm 
không đổi ? 


Những bài toán thực tế như trên đưa đến việc xét các hàm số có dạng y = а". 
1. Định nghĩa 


| Cho só thuc duong a khác 1. 


Hàm só у = а* được gọi là hàm só mü cơ só a. 


2 
Аз các hàm số sau đây, hàm số nào là hàm só mũ ? Với cơ số bao nhiêu ? 
х 
а) у= 6/3)"; b)y= 53 ; c)y=x 4; d) у=47*. 
2. Đạo hàm của hàm số mũ 


Ta thừa nhận công thức 


=1. a) 


DINH LÍ 1 


Hàm só y = e” có đạo hàm tại moi x và 


(e*)'= е. 
Chứng minh. Giả sử Ax là số gia của x, ta có 
Ay= ех+Ах Е е^(е^* = 
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Do đó 


Áp dụng (1), ta có 


Từ đó suy ra 


CHÚ Ý 
Công thức đạo hàm của hàm hợp đối với hàm số е“ (u = и(х)) 
là (е) = u'e". 


DINH LÍ 2 


Hàm só y = a” (a > 0, a + 1) có đạo hàm tại moi x và 


(a*)'=a”lna. 


Chứng minh. Ta có 


Đặt u(x) = xIna, theo Chú ý trên, ta được 
(a*)' = (e*lnay = ea rịng)' = ах lna. и 
CHÚ Ý 


Đối với hàm hợp y = а"), ta có 


(a")' = a"lna .u'. 


Р N OR х1, е à " 
Ví du 4. Hàm só y = 8 có dao hàm là 


З Si РР 
у= 87 +991022 + x + 1) 18 = 8* #10025 + I)In8. 


3. Khảo sát hàm số mü y = a“ (а> 0,a # 1) 


y=a',a>1 


y=a*,0<a<l 


1. Tập xác định : R. 
2. Sự biến thiên 
ys atlna>0, Yx. 


Giới hạn đặc biệt 


lim aÝ=0, lim g = +o, 
x>- x->+œ 
Tiệm cặn : 


Truc Ох là tiệm cận ngang. 
3. Bảng biến thiên 


1. Tập xác định : R. 
2. Sự biến thiên 


y'= alna <0, Vx. 


Giới hạn đặc biệt : 
lim ах = +оо, lim ах =0. 
хэ-% x->+œ 
Tiệm cặn : 


Truc Ох là tiệm cận ngang. 
3. Bảng biến thiên 


х |—œ 0 1 +o X |—œ 0 i$ +œ 
y + + + y ` = x 
J а „+9 y | +o 
" ` 
a 
0 0 


Hình 31 


4. Đồ thị (H.32) 


у= ах (0<а<1) 


Hình 32 
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Bảng tóm tắt các tính chất của hàm số mü y = а* (a > 0, a # 1) 


Tập xác định (—œ ; +оо). 
Đạo hàm y'= аа. 
а> 1: hàm số luôn đồng biến ; 


Chiều biến thiên ы © ж a 
0<а<1:һат số luôn nghịch biến. 


Tiệm cận trục Ох là tiệm cận ngang. 


đi qua các điểm (0 ; 1) và (1 ; a), nằm phía 
trên trục hoành 


(у= a* > 0, Vx e R). 


Dó thi 


П - НАМ SỐ LÓGARIT 
1. Định nghĩa 
| Cho số thực dương a khác 1. 


Hàm số у = log, x được gọi là hàm số lôgarif cơ só a. 


Ví du 5. Các hàm số у = loga x, y = log] x, y = log 5 x, y = In x, y = log x 
4 


là những hàm số lôgarit với cơ số lần lượt là 3, + 45, e và 10. 


2. Đạo hàm của hàm số lôgarit 


Ta có định lí sau đây. 
ĐỊNH LÍ 3 


Hàm số у = log„x (a >0, a # 1) có đạo hàm tại mọi x > 0 và 


đog,x)'=——. 
xina 


Đặc biệt (Inx)' = 1. 


x 
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3. 


CHÚ Y 


Đối với hàm hop y = log„ u(x), ta có 


Ví dụ 6. Hàm số y = loga(2x + 1) có đạo hàm là 


y' = (log>(2x + 1))' = 


3 


(2x+1)' 2 


(2x+l)in2  (2x+l1)In2` 


Tìm đạo hàm của hàm số y=In(x+V1+2). 


Khảo sát hàm số lôgarit у = log„x (a > 0,а #1) 


у = log x, a>1 


y = loga x, 0<a<1 


1. Tập xác dinh : (0 ; +оо). 
2. Sự biến thiên 
1 


xlna 


>Ú, Vx>0. 


Giói han dàc biêt : 
lim log, x = —0, 
x—0* 


lim log,x = +0. 
x->+œ 


Tiệm сап: 
Trục Оу là tiệm cận đứng. 
3. Bảng biến thiên 


1. Tập xác định : (0 ; +œ). 


2. Sự biến thiên 
5 1 
у'= <0, Vx>0. 
xlna 
Giới hạn đặc biệt : 
lim log,x = +œ, 
х0 


lim log,x = —o. 
x->+œ 


Tiệm сап: 
Truc Оу là tiệm cận đứng. 
3. Bảng biến thiên 


ж | 0 1 a +o х |0 а 1 +оо 
у + + + ў = = = 
y +оо y | +1 
КЕЛ ka. 
= 9 '—œ 
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4. Dó thi (H.33) 4. Đồ thị (H.34) 


y =logax 
(0<a<1) 


(>1) 
Hình 33 Hình 34 


Bảng tóm tắt các tính chất của hàm số у = log„x (a > 0, ø #1) 


Tập xác định (0 ; +оо). 


1 
Đạo hàm y= Я 
xlna 


a > 1 : hàm số luôn đồng biến ; 
0<a< 1: hàm số luôn nghịch biến. 
Tiệm cận trục Oy là tiệm cận đứng. 


Chiều biến thiên 


đi qua các điểm (1 ; 0) và (а; 1) ; nằm phía 


Бн) bên phải trục tung. 


Dưới đây là đồ thị của các hàm số : 


D 
y= log; x, y= (1) (H.35); у= log > x, (H.36). 


Hinh 35 Hinh 36 
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4 
А Nêu nhận xét về mối liên hệ giữa dó thị của các hàm số trên Hình 35 và Hình 36. 
NHẬN XÉT 
Đồ thị của các hàm số y = а“ và y = log, x (a > 0,а #1) đối 
xứng với nhau qua đường thẳng y = x. 


Bảng đạo hàm của các hàm số luỹ thừa, mũ, lôgarit 


Hàm sơ cấp Hàm hợp (z = u(x)) 


(х©)' = ахі (и) = au” l 


W=- ĐT 


ey = e* (ey = е" 
(a")'=a*lna (a")' = a" .Ina.u' 
1 т 
(In|x|)' = = (Ш) = — 
x u 
log, |xÌ)' = log„lul)}'=——— 
(ова), = =z (ва Ш) = —— 
Bài tâp 
1. Vẽ đồ thị của các hàm số : 
гү 
ре? ¿ b) у= |= |. 
а)у ) у ( 1) 
2. Tính đạo hàm của các hàm số : 
a)y = 2хе + Ззіп2х; b)y=5x2—27cosx ; oy = 21 
В 
3. Tìm tập xác định của các hàm số : 
a) y = loga(5 — 2x); b) y = logga? – 2x); 
с) у = log (2 — 4x + 3); 
= Р -x 
5 
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4. 


5, 


Vë đồ thị của các hàm số : 

a)y = logx; b)y = log; x. 
2 

Tính đạo hàm của các hàm số : 


a)y = 3х2 -Inx + 4sinx ; 
b)y = loga? + х +1) ; 


_ 1093 х 
шег" 


с)у 


PHƯƠNG TRÌNH MÜ VÀ 
PHƯƠNG TRÌNH LÔGARIT 


I- PHƯƠNG TRÌNH MÜ 
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Bài toán 

Một người gửi tiết kiệm với lãi suất 8,4%/пат và lãi hàng năm được nhập 
vào vốn. Hỏi sau bao nhiêu năm người đó thu được gấp đôi số tiền ban đầu ? 
Giải. Gọi số tiền gửi ban đầu là P. Sau n năm, số tiền thu được là 


P, = Р(1 +0,084)” = Р(1,084)". 
Để P, = 2P thì phải có (1,084)" = 2. 
Do đó n = 100 og4 2 = 8.59. 


Vì n là số tự nhiên nên ta chọn n = 9. 

Уау muốn thu được gấp đôi số tiền ban đâu, người đó phải gửi 9 năm. 

• Những bài toán thực tế như trên đưa đến việc giải các phương trình có chứa 
ẩn số ở số mũ của luỹ thừa. Ta gọi đó là các phương trình тй. 


= 
Chẳng han, các phương trình 3 = 8, 5) = 2 +3 = 0 là những phuong 
з) 


trinh mü. 


1. Phuong trinh mü co bàn 


Dé giải phương trình trên, ta sử dụng định nghĩa lôgarit. 


Phương trình mũ cơ bản có dạng 


a" =b(a>(0,a#1). 


Với b >0, ta có а* = b © x = logạb. 

Với b < 0, phương trình vô nghiệm. 

Minh hoạ bằng đồ thị 

Hoành độ giao điểm của đồ thị hai hàm số y = a” và y = b là nghiệm của 
phương trình а^ = Б. 

Số nghiệm của phương trình là số giao điểm của hai đồ thi. 

Rõ ràng, nếu b < 0 thì hai đồ thị không cắt nhau nên phương trình vô nghiệm. 


Nếu b >0 ta có hai đồ thị trên các hình 37 và 38. Trên mỗi hình, hai đồ thị 
luôn cắt nhau tại một điểm nên phương trình có nghiệm duy nhất. 


У 
yaar 2 
(а> 1) 
yak 
! y=b 
! y=a#(0<a<1) 
} 
log,b x * 

Hình 37 Hình 38 


Kết luận 


Phương trình а* = b(a > 0, a #1) 


b>0 có nghiệm duy nhất х = log, b. 


b<0 vô nghiệm. 
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Ví du 1. Giải phương trình 22171 + 4111 = 5, 


Giải. Đưa vế trái về cùng cơ số 4, ta được 


-4*+4.4* = 5 hay 4" = >. 


юре 


Vậy х = log4 т. 


2. Cách giải một số phương trinh mũ đơn giản 


Người ta thường sử dụng các phương pháp sau để giải một số phương trình mũ. 
a) Dưa về cùng cơ số 
А, 
Giải phương trình 62:2 =1 bằng cách đưa về dạng а^) =z? và giải phương 
trình A(x) = В(х). 
2 x+l 
Ví du 2. Giải phương trình (1,5) "*~” = B ° 


jy = £ N 28) 
Giải. Dua hai vế vé cùng cơ số 7“ duoc 


В. Б. 
2, 2 
Do đồ 5x -7 = -x-1 & x=1. 
Vậy phương trình có nghiêm duy nhất x = 1. 
b) Đặt án phụ 
Ví dụ 3. Giải phương trình 

9'~4.3'—-45=0. 
Giải. Đặt t = 3Ÿ, t> 0, ta có phương trình 

Ë —4i— 45 =0. 

Giải phương trình bậc hai này, ta được hai nghiệm д = 9, 5 = —5. 
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Chi có nghiệm й = 9 thoả mãn điều kiện t > 0. 


Do đó 3* = 9. Vậy x= 2. 
2 


Giải phương trình +5” +5.5* = 250 bằng cách đặt án phu ¿= 5”. 

c) Lógarit hoá 

Ví du 4. Giài phuong trinh 3.2? =1. 

Giải. Lấy lôgarit hai vế với cơ số 3 (còn gọi là lôgarit hoá), ta được 
logsG*.2”) = 10831 < 10833" + logy 2° =0. 


Tù đó ta có 
x+ x? log 2 = 0© x(1 + xlogs 2) = 0. 


Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là 


x =ŨVà ху =- =-logạ 3. 
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П – PHƯƠNG TRÌNH LÔGARIT 


Phương trình lôgarit là phương trình có chứa ẩn số trong 
biểu thức dưới dấu lôgarit. 


Chàng hạn, các phương trình 
log; x = 4 và log х — 2log4 x +1 = 0 
2 
đều là phương trình lôgarit. 
1. Phương trình lôgarit cơ bản 
3 


Tính x, biết log;x => 
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2. 


Á 


Phuong trinh lógarit co bán có dang 
log, x = b (a > 0, a #1). 


Theo định nghĩa lôgarit, ta có 


вах Б x= ab. 


Minh hoa bàng dó thi 
Vë đồ thị hàm só у = log, х và đường tháng y = b trên cùng một hệ trục 
toa độ (H. 39 và H. 40). 


y = log x y = log ,x 
(>1) (0<а<1) 
Hình 39 Hình 40 


Trong cả hai trường hợp, ta đều thấy đồ thị của các hàm số у = log, x và 
đường thẳng у = b luôn cắt nhau tại một điểm với mọi b e R. 


KẾT LUẬN 


Phương trình log„x = b (a >0, а # 1) luôn có nghiệm duy 


nhất x = а? với mọi b. 


Cách giải một số phương trình lôgarit đơn giản 

Người ta thường sử dụng các phương pháp sau để giải một số phương trình 
lôgarit. 

a) Đưa về cùng cơ số 

4 

Cho phương trình log, x+ logg x= 6. Hãy đưa các lôgarit ở vế trái về cùng cơ số. 


Ví du 5. Giải phương trình logs x + logo х + loga; х = 11. 
Giải. Đưa các số hạng ó vế trái vé cùng cơ só 3, ta được 


log; x + log.› x+ log.s is TT 
1 1 
<= log; x о 10530 + 31983 х= 11 @logsx = 6. 
Vậy х = 36 = 729. 


b) Đặt án phụ 


Д 5 
Giải phương trình 1083 x—3log, x+2=0 bàng cách dàt án phu t=log,x. 


Ví du 6. Giài phuong trinh 


1 2 
——+———= 
5-logx lI+logx 


Giải. Điêu kiện của phương trình là x > 0, logx + 5уй logx # -1. 


Đặt z = logx (t # 5, t # —1), ta được phương trình 


Từ đó ta có phương trình 
1+1+ 2(5 – 0) = (5- (1+ 0) 


© +1=-2 + 4+5 @ 2 — 9+6 = 0. 
Giải phương trình bậc hai theo г, ta được hai nghiệm # = 2, t = 3 đều 
thoả mãn điều kiện г # 5, t # –1. 
Vậy logxị = 2, logx> = 3 nên ху = 100, x, = 1000. 
А 6 
Giải phương trinh log, х+1085 „=2. 
2 
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с) Mũ hoá 
Ví du 7. Giải phương trình loga(5— 2") = 2 — x. 


Điều kiện của phương trình là 5 – 2Ý > 0. 
Giải. Theo định nghĩa, phương trình đã cho tương đương với phương trình 


9108(5-2") _ 02-х 


(Phép biến đối này thường được gọi là mü hoá). Từ đó ta có 


Đặt t = 2Ý (t > 0), ta có phương trình bậc hai 2 —5¡+4 = 0 với hai nghiệm 
duong t = 1, t = 4. Vậy nghiệm của phương trình đã cho là x =0, х = 2. 


Bởi tập 

Giải các phương trình mũ : 
ү 

а) (0,322 =1; b) (2 = 25; 
с) 222-3592 TA, а) (0,5)*+7.00,5)1—2 = 2, 
Giài сас phuong trinh mü : 
а) 325-1 + 325 = 108; H2 ¿22 e =28/ 
с) 64" —8* — 56 =0; d) 344* — 2.6 = 9". 


Giải các phương trình lógarit : 

а) loga(Sx + 3) = logs(7x + 5); 

b) log(x — 1) — log(2x – 11) = log2; 
c) loga(x — 5) + loga(x + 2) = 3; 


d) log(x2 — 6x + 7) = log(x — 3). 


4. Giài các phương trinh lôgarit : 
Ы S xe: ense 
2 s£ 
b) зов? = 4х - 1) = log8x — log4x; 


с) log уух + 4log4 х + logg x = 13. 


BẤT PHƯƠNG TRÌNH MÜ VÀ 
BẤT PHƯƠNG TRÌNH LÔGARIT 


I- BẤT PHƯƠNG TRÌNH MÜ 
1. Bất phương trình mũ cơ bản 


Bất phương trình mũ cơ bản сб dạng a” > b (hoặc a” > b, 


a" <b, a* <b)vớia>0,az 1. 


Ta xét bất phương trình dang a” > b. 

° Nếu b < 0, tập nghiệm của bất phương trình là R. vì а* >0 > b, Vx є R. 
e Nếu b > 0 thi bất phương trình tương đương với ø* > z!98zP, 
'Với а > 1, nghiệm của bất phương trình là x > logzb. 

Với 0 <а <1, nghiệm của bất phương trình là х < log„b. 
Ví dụ 1 

a) 3Ï > 81 @ x > logs 81 S x > 4; 


х 
5(5] >32 ©x<logi 32 & x < -5. 
к 2 
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R 


2. 
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Minh hoa bằng dô thị 

Vẽ đồ thị hàm số y = a” và đường thẳng 
y = b trên cùng một hệ trục toa độ. 

Trong trường hợp a > 1 ta nhận thấy : 

° Nếu b < 0 thì а* > b với mọi x. 


* Nếu b>0thì а* > b với x > log, b (H.41). 


Hinh 41 


Trường hợp 0 <a < 1, асб: 
* Nếu b < 0 thì а* > b với mọi x. 


° Nếu b > 0 thì a* >b với 
х < log, b (H. 42). 


#=5 


у=аХ(0<а<1) 


Hinh 42 


Kết luận. Tập nghiệm của bất phương trinh а* > b được cho trong bảng sau : 


Tập nghiệm 
а>1 0<а<1 
b<0 R R 


a` >b 


b>0 (log, Б; + о) Co ; log, b) 


Hãy lận hàng tirang tự cho các hát nhưng trinh 2 >p, aë сБ, а*<Ь 
Bất phương trình mũ đơn giản 


Dưới đây là một số ví dụ về bất phương trình mũ đơn giản. 
Ví dụ 2. Giải bất phương trình 3  ~X < 9. 
Giải. Bất phương trình đã cho có thể viết ở dạng 


2 
ДР Ж шд 


Vì cơ số 3 lớn hơn 1 nên x° — x < 2. 

Đây là bất phương trình bậc hai quen thuộc. Giải bất phương trình này, ta 
được -1 < x < 2. 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình đã cho là khoảng (—1 ; 2). 


Ví dụ 3. Giải bất phương trình 4* — 2.52* < 10%, 
Giải. Chia hai vế của bất phương trình cho 10”, ta được 
х # 
JJe 
5 2 
2w 
Đặt += (2) (z > 0), ta có bất phương trình 


2 
рыу ==2 ш; 
t 1 


Giải bất phương trình này với điều kiện г > 0, ta được 0 < t < 2. Do đó 


х 
0 < 6) <2. 
5 


Vì cơ số 2 nhỏ hơn 1 nên x > log 2. 
5 
Уау tập nghiệm của bát phương trình đã cho là(log, 2 ; +оо). 
5] 


А: 
Giải bất phương trình 2* +2™* —3<0. 


II - ВАТ PHƯƠNG TRÌNH LÔGARIT 


1. Bất phương trình lôgarit cơ bản 


Xét bất phương trình log; x > b. 


Bất phương trình lôgarit cơ bản có dạng log„x > b (hoặc 


loga x > b, log, x < Б, loga x < Б) với a>0, a +1. 


§7 


А 
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Trường hợp а > 1. ta có 
орх > b e> х>а?. 
Trường hợp 0 <a < 1, ta có 
ових > bes 0< x <а?. 
Vídu 4 


a)log2 x >7 © x >2” @ x > 128. 
гү 1 
Уюн x> 3 e0 << (Z) кеште. 
р? 
Minh hoạ bằng dô thi 


Vë đồ thị hàm số y = log, x và đường thẳng y = b trên cùng một hệ trục toa độ 
(Н. 43, H. 44). 


y = logax 
(0 <а<1) 


Hinh 43 Hình 44 
Quan sát đồ thị, ta thấy : 


Trường hợp а > 1: log, x > bkhi và chỉ khi x > aP. 


Trường hợp 0 < a < 1: log, x > bkhi và chỉ khi 0 < x < aP. 


Kết luận : Nghiệm của bất phương trinh log, x > b được cho trong bảng sau : 


loga x > Б | а>1 0<a<l 


Nghiêm | x >a? 0< x< a 


3 
Hãy lập bảng tương tự cho các bất phương trình log, x>b, log,x<b, log, x <b. 


2. Bất phương trình lôgarit đơn giản 
Ta xét một số ví dụ về bất phương trình lôgarit đơn giản. 
Ví dụ 5. Giải bất phương trình logo 5(5х + 10) < logo s(x2 +6x+8). 
Giải. Điều kiện của bất phương trình đã cho là 
5х+10>0 253—2. 
е © x>-2: 
х2 +6х+8>0 x <-4 hoặc x > -2 


Vì cơ số 0,5 bé hơn 1 nên với diéu kiện đó, bất phương trình đã cho tương 
đương với bất phương trình 5x + 10 > х2 + 6x + 8 


©x?+x-2<0€©-2<x<l. 


Kết hợp với điều kiện, ta được tập nghiệm của bất phương trình đã cho là 
khoảng (—2; 1). 
Ví dụ 6. Giải bất phương trình loga(x – 3) + loga(x— 2) < 1. 
Giải. Điều kiện của bất phương trình là x > 3. Khi đó, bất phương trình đã 
cho tương đương với 

loga[(x — 3)(x — 2)] < logo 2. 
Vì cơ số 2 lớn hơn 1 nên(x — 3)(x - 2) < 2. 


Giải bất phương trình này, ta tìm được 1 < x < 4. Kết hợp với điều kiện x > 3, 
ta được nghiệm của bất phương trình đã cho là 3 < x < 4. 


4 
Ria bất phương trinh log, (2x +3) > log; (3x +1). 


2 2 
Bài tập 
1. Giåi các bát phuong trinh mü : 
2x2-3x 
a) 2-x +3х <4; b) B = = 
9 Т 
с) 322 +371 < 28; 4)4* – 3.25+2>0. 
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P өю ps 


Giài các bát phuong trinh lógarit : 


а) logg(4 —2x) >2 ; b)logí(3x — 5) > log; (x + 1) ; 
5 5 
с) logo,2 х – logs(x — 2) < logo 2 3 ; 4)10р2 х – 51093х+6 < 0. 


Ôn tập chương II 


Hãy nêu các tính chất của luỹ thừa với số mũ thực. 

Hãy nêu các tính chất của hàm số luỹ thừa. 

Hãy nêu các tính chất của hàm số mũ và hàm số lôgarit. 
Tìm tập xác định của các hàm số : 


1 x-1 
a) y= i b) y = 10; ; 
у cE DIỆP E 
с) y=logYx“ - x- 12; dj у= V25 – 5*. 


Biết 4" + 4 = 23. Hãy tính 2* + 2 *, 
Cho log, b = 3, log, c = —2. Hãy tính log, x với : 


43, 
a) х= а? 4c: b) К. ГА 
РЫ 
Giài các phuong trinh : 
а) 4220.319213 = S4. 399. Б) 25” – 6.5* +5=0; 
с) 49* +12 – 3.16* = 0; d) 1087(х — 1)log; x = log} х ; 
еў Лорел Тору Тову 16; Уор ова 
B3 ББ gr =6; 8) log——T Pe 
3 
Giải các bất phương trình : 
а) 272712252 22-2 дд. b) (0,4) — (2,5) > 15; 


c) loga Е @ = »] SLE d) 10202 х — 510802 х < -6. 
3 


Bài tập trắc nghiệm 


Тар xác định của hàm số y = logT— ае 
—# 
(А)(—®;1)\2(2;+®); (В) 1;2); 
(С) Е\{1}; (D) RV11;:2). 
Chọn khẳng định sai trong các khẳng định sau : 
(А) Inx>0<>x >1; (В) logg х <0=0 <х<1; 


(С) log; a > Іов БФ а>Ь>0; (р) 08а = 108 b>a=b>0. 
з з 2 3 


Cho hàm số f(x) = In(4x— х2). Chọn khẳng định đúng trong các khẳng 
định sau : 


(A)/@) =1; (Œ®)ƒ(2 =0; 
(С)/'(5) =1,2; (D)ƒt-1) =-1,2. 
Cho hàm số (х) = log; (x2 – 5х+ 7). Nghiệm của bất phương trình 
2 

5(х) >0 là: 
(А)х>3; (В) х<2 hoặc x > 3; 
(Œ)2<x+<3: (D)x<2. 
Trong các hàm số : 

f(x) =In——: g(x) =l ый h(x) = In 2 

sinx cosx 
hàm só nào có dao hàm là ? 
cosx 
(А)Дх); (В) g(x); (С) ha); (D) g(x) và h(x). 
Số nghiệm của phương trinh 222” ~7**Š = 1 là; 
(A00; (1; (С) 2; (0) 3. 
Nghiệm của phương trinh 10199 = 8x + 5 là : 
1 9 T 

A)0; B) =; C) =; D)—. 
(A) (B) 2 (@ § ( у 
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NGUYÊN HÀM - TÍCH PHÂN VÀ ÚNG DỤNG 


Nguyên hàm 
Tích phân 
Ứng dụng của tích phân trong hình học 


NGUYÉN HÀM 


I- NGUYÊN НАМ VÀ TÍNH CHẤT 


1. Nguyên hàm 


1 
А Tìm hàm só Е(х) sao cho F '(x)= Дх) nếu : 
1 РА ( л s 
với xe|=~;—|. 
cos? х 2 2 


Kí hiệu K là khoảng hoặc đoạn hoặc nửa khoảng của R. 


a) fo) = 3x? với x e (о; +o) ; b) уо) = 


ĐỊNH NGHĨA 


Cho hàm số f(x) xác định trên K. 
Hàm số F(x) được gọi là nguyên hàm của hàm số f(x) trên K 
nếu F (х) = Дх) với mọi x є K. 
Ví dụ 1 
а) Hàm số F(x) = x° là một nguyên hàm của hàm số f(x) = 2x trên 
khoảng (—œ ; +œ) vì F '(x) = œ3 = 2х, Vx € (—œ ; +оо). 
b) Hàm số F(x) = Inx là một nguyên hàm của hàm só f(x) = 2 trên 


khoảng (0 ; +œ) vì F '(х) = (Inx)' =, Vx e (0; +оо). 


2 
Á Hãy tìm thêm những nguyên hàm khác của các hàm số nêu trong Ví dụ 1. 
ĐỊNH LÍ 1 


Nếu F(x) là một nguyên hàm của hàm số Дх) trên K thì 
với mỗi hằng số C, hàm số G(x) = F(x) + C cũng là một 
nguyên hàm của f(x) trên К. 


Ñ 3 
Hãy chứng minh Binh Ií 1. 
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2. 
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ĐỊNH LÍ 2 


Nếu F(x) là một nguyên hàm của hàm số Дх) trên K thi 
mọi nguyên hàm của f(x) trên K đều có dạng F(x) + C, với 
C là một hằng số. 


Chứng minh. Giả sử G(x) cũng là một nguyên hàm của f(x) trên K, tức là 
С'(х) = f(x), x e K. Khi đó 
(GG) -FOA = С(х) — F '(х) = Дх) — Дх) = 0, хе K. 

Vậy G(x) — F(x) là một hàm số không đổi trên K. Ta có 

С(х) - FG) = С > С(х) = Ех) +C, x e K. А 
Hai định lí trên cho thấy : 
Nếu F(x) là một nguyên hàm của hàm số f(x) trên K thì F(x) + C, Ce R 
là họ tất cả các nguyên hàm của f(x) trên K. Kí hiệu 


[лода = Р(х) + C. 
CHÚ Y 
Biểu thức f(x)dx chính là vi phân của nguyên hàm F(x) của 
РО), Мағ) = F '(x)dx = feo) dx. 
Ví du 2 


a) Với x e (—œ ; +0), [2ax = +C; 
b) Với s e (0; жо), [14 =юз+с: 

с) Với t є (—=;+о), [cos ia: = sint + C. 
Tính chát cúa nguyën hàm 


TÍNH CHÁT 1 


Tính chất này được suy trực tiếp từ định nghĩa nguyên hàm. 
Ví dụ sau đây minh hoạ cho tính chất đó. 


Ví du 3. [(€osx)rd = f sin xax = cosx + C. 
TÍNH CHẤT 2 


[одах = | ƒ()dx (k là hằng số khác 0). 


Chứng minh. Gọi F(x) là một nguyên hàm của АДА), ta có 
kfx) = Е(х) Œ®) 

Vì kz#0nên f(x) = о = (Erw) : 

Từ đó, theo tính chất 1 ta có 

к| x)dx = J: reo] e= (тко) + а) = Е(х) + kC (G) є R) 


= F(x) + C (vì Су tuỳ ý thuộc R và k= 0 nên С = КС] 
tuỳ ý thuộc R) 


= Í Coáy (do (®)). н 
TÍNH СНАТ 3 


[Плод = вод] = [лода = [бә 


4 
А chứng minh Tính chất 3. 


Ví du 4. Tìm nguyên hàm của hàm số f(x) = 3sinx + 2 trên khoảng (0 ; +оо). 
x 


Giải. Với x є (0; +0), ta có 
2 
ПЕ 2) 3[sinsdx+ 2[+ dx = -3cos x + 2lnx + С. 
x< 
3. Sutën tại nguyên hàm 


Та thừa nhận dinh lí dưới dày. 
ĐỊNH LÍ 3 


Mọi hàm số Дх) liên tục trên К đều có nguyên hàm trên K. 


Vídu 5 


I 


a) Hàm só f(x) = x3 có nguyên hàm trên khoảng (0 ; +œ) và 
2 5 
5 25 
[z dx = 37 +C. 


1 
= có nguyên hàm trên từng khoảng (Kz ; (k + l)m) 
ѕіп х 


b) Hàm số g(x) = 


(ke Z) và 


1 
|— = -cotx+ C. 
Sin” x 


Bảng nguyên hàm của một số hàm số thường gặp 


4. 

А ї 
Lập bảng theo mẫu dưới đây rồi dùng bảng đạo hàm trang 77 và trong SGK Bai số 
và Giải tích 11 để điển các hàm số thích hợp vào cột bên phải. 


Өө) #)+€ 


апа (a>0,a# 1) 


cosx 


—sinx 
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Từ bảng các đạo hàm. ta có bảng nguyên hàm sau đây. 


= 
[а*& = L C(a>0,az1) 


Ina 


[cos xay = sinx+ C 


[sin xay = —cosx + C 


1 
[= = tanx +C 
COS“ x 
1 е 
[== -cotx +C 


Ví du 6. Tính : 


a) [г + zz)“ trên khoảng (0 ; +œ) ; 


b) Í (Зсоѕх — 3*~)dy trên khoảng (~o ; +0). 


Giải 
a) Với x є (0; +оо) ta có 


2° + 77)“ = 2ƒ x “dư + [xu 


b) Với x е (оо; +оо) ta сб 


£ 
= 252 +30 += 232 + x + C. 


[cos x —3*-1)ах = cosxdx — ij 3” dx 


x 


х—1 


= 3sinx- 12 + C = 3sinx 2 5 +C. 


31n3 
CHÚ Ý 


n 


Từ đây, yêu cầu tìm nguyên hàm của một hàm số được hiểu là 
tìm nguyên hầm trên từng khoảng xác định của nó. 
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II — PHƯƠNG PHÁP TÍNH NGUYÊN НАМ 
1. Phương pháp đổi biến số 


А 6 
а) Cho [(х-1)'°ах . Đặt u = x- 1, hãy viết (x—1)!dy theo и và du. 


b) Cho Гах Đặt x=, hãy viết 122 dx theo r và di. 
x x 


DINH LÍ 1 


Néu [КОЛ = F(u) + C và u = u(x) là hàm só có đạo hàm 


liên tục thì 


Í f(u(x))u'(x)dx = F(u(x)) + C. 


Chứng minh. Theo công thức đạo hàm của hàm hợp, ta có 
(Е(и(х)))' = F'(u)au'(a). 
Vì F'(w) =ƒu ) = u@)) nên (F(u(x)))' = f(u(x))u'(x). " 
Như vậy, công thức [КО = F(u) + С đúng khi и là biến số độc lập thì 
cũng đúng khi и là một hàm số của biến số độc lập x. 
HỆ QUÁ 


Với u = ax + b (a + 0), ta có 


Í f(ax + b)dx = Suy +b)+C. 
a 


Ví du 7. Tính [ sin3x — Вах. 
Giải. Vì [sina = —cosu + C nên theo hệ quả ta có 
[sinx -Idx = ~5eos(8x ТЫС 
CHÚ Y 
Nếu tính nguyên hàm theo biến mới и (u = u(x)) thì sau khi 


tính nguyên hàm, ta phải trở lại biến x ban đầu bằng cách thay 
u bởi u(x). 
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Ví du 8. Tính | = dx. 
(x+1) 
Giải. Đặt u= x + 1 thì u' = 1 và x — dx được viết thành “ Та, Khi đó, 
(х +1) и? 
приуёп hàm cán tính tró thành 
[1а = [[®- zje = [a du – [агаи = гаса 
и и? 3 u 4 и 
Thay и = x + 1 vào kết quả, ta được 
[— a= i s1 : -1)+е. 
(х +1) (Œ6x+1?.\4zx+1 3 
2. Phương pháp tính nguyên hàm từng phần 
7 
Ta có (xcosx)'=cosx—xsinx 
hay —xsin x= (xcos x)' —cos x. 
Hãy tính [осол và [cossax. Từ đó tính [sin <a. 
ĐỊNH LÍ 2 
Nếu hai hàm số и = u(x) và v = v(x) có đạo hàm liên tục 
trên K thì 


Гао") = и(х)у(х) — [rawa 


Chứng minh. Từ công thức đạo hàm của tích 
(u(x)v(x))' = u'(x)v(x) + u(x)v'(x) 


hay и(х)у'(х) = (u(x)v(x))' — и'(х)у(х), 

ta có [uw wd =[(wœ)v())'dx ~[w'()w()dx. 

Vậy [ua'a = u(x)v(x) — [rawd = 
CHÚ Y 


Vì v'(x)dx = dv, u'(x)dx = du, nên đẳng thức trên còn được 


viết ở dang 


Dó là công thức tính nguyên hàm từng phần. 


Á 
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Ví du 9. Tính 
a) jxe&: b) f xcosxdr; ©) Граха. 
Gidi 
а) Đặt u = x và dy = e*dx, ta có du = dx và v = е“. Do đó 
jxe 4 = хе! — [еа = хех —е* + C. 
b) Dšt u = х và dv = cosxdx, ta được du = dx và v = sinx. Vậy 
[xeosxdx = xsinx- [snxdx 


hay [сохах = xsinx + cosx + C. 


с) Đặt u = In x, dv = dx, ta có dự = Че Và v = x. Do dó 
x 


[mxdx= xÌnx— [a< = xlnx— x+ C. 
8 


Cho Р(х) là da thức của х. Từ Ví dụ 9, hãy lập bảng theo mẫu dưới đây rồi điền u và 
ау thích hợp vào ó trống theo phương pháp tính nguyên hàm từng phần. 


fra [Pcocos хах [Род say 
и Р(х) 
dv edr 
Bài tâp 


Trong các căp hàm só duói dày, hàm só nào là môt nguyên hàm cůa hàm 
só còn lai ? 


х * 


aje ” và е“; b) sin2x và sin2x; 


2 
ofı -2) ех và \ _ sje. 
x x 


Tìm nguyên hàm của các hàm số sau : 


a) fx) = 


x+Xx+l, 99-1. 
IL, 


Ух 25 


) st 


: z> а) f(x) = sin5x.cos3x ; 
Sin“ x.COS“ x 


е) Jo = tan x ; вА) = є3-2х : 


1 
(1+ х)(1- 2х) 


3. Sử dụng phương pháp đổi biến số, hãy tính : 


h) f(x) = 


a) fa = x)? dx (4и = 1 — x) ; 
2 
b) [ха +x)? ах (даги =1+ x°) ; 
о) [оо эш лл (đặt / = cosa) ; 
a— (даш = е* + 1). 
е+е^ +2 
4. Sử dụng phương pháp tính nguyên hàm từng phần, hãy tính : 
a) [xma + х)йх; b) јо? +2х -1)е*йх; 


с) [xsin(2x + ах: d) [Œ—3)eosxdr. 


TÍCH РНАМ 


< 


I- KHÁI NIỆM TÍCH PHÂN 

1. Diện tích hình thang cong 

А! 
Kí hiệu T là hình thang vuông giới hạn bởi đường thẳng у= 2x + 1, trục hoành và hai 
đường thẳng x = 1, x=t(1 < t < 5) (Н.45). 


1. Tính diện tích $ của hình T khi í = 5 (H.46). 
2. Tính diện tích 500 của hình T khi ¿ e [1 ; 5]. 
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Hinh 45 Hinh 46 
3. Chứng minh rằng S(r) là một nguyên hàm của Ди) = 21+ 1, t e [1 ; 5] và diện tích 
= 8(5) - 5(). 
Cho hàm số y = f(x) liên tục, không đổi dấu trên đoạn [a ; b]. Hình phẳng 
giới hạn bởi đồ thị của hàm số у = f(x) , trục hoành và hai đường thẳng x = a, 
x = b được gọi là hình thang cong (H. 47a). 
Ó lớp dưới, ta đã biết cách tính diện tích hình chữ nhật, hình tam giác. Bây 
giờ, ta xét bài toán tính diện tích hình phẳng D giới hạn bởi một đường, 
cong kín bất kì (Н. 47b). 


a) b) 
Hinh 47 
Bằng cách kë các đường thẳng song song với các trục toa độ, ta chia D 
thành những hình nhỏ là những hình thang cong (H.47a). Bài toán trên 
được đưa vẻ tính diện tích của hình thang cong. 


Ví dụ 1. Tính diện tích hình thang cong giới hạn bởi đường cong y = 2, 
trục hoành và các đường tháng x = 0, х = 1. 
Giải. Với mỗi x € [0 ; 1] gọi S(x) là điện tích của phán hình thang cong đã 


cho nằm giữa hai đường thẳng vuông góc với trục Ox tại điểm có hoành độ 0 
và x (H. 48). 


Hinh 48 Hinh 49 


Ta chúng minh 


Бх) = x2 v e [0:11]. 
Thật vậy, với h > 0, x + h < 1, kí hiệu Suypo và $мукр lần lượt là diện 
tích các hình chữ nhật МУРО và MNEF (H.49), ta có 
Suspo < S(x + h) — 800) < Sựygr 
hay 
hx? < S(x + h) — S(x) < h(x + А). 
Vậy 
i < 2xh +02. 
Với h <0, x + h >0. tính toán tương tự, ta được 


§Œ +) SQ) _ 2 


2xh +? < т 2 <0. 


Tóm lại với moi h z 0, ta có 
$(х + h) — S(x) 


= | 2х|А| + №. 
h 


Suy ra 
S(x) = lim $(х +) - SO) _ х2, хє (0; 1). 
h0 h 


Ta cũng chứng minh được $'(0) =0, $'(1) = 1. 


Do đó, S(x) là một nguyên hàm của hàm số f(x) = x2 trên đoạn [0; 1]. 


103 


2. 
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A: 


Mặt khác trên đoạn dó, F(x) = 2 


РЯ cũng là một nguyên hàm của f(x) 


3 
50) = +C,C e R. 


Từ giả thiết S(0) = 0, suy ra C = 0. Vậy 


3 
x 
S(x) = р 


Thay х = 1 vào đẳng thức trên, ta có diện tích của hình cán tìm là $(1) = b 


Bây giờ, ta xét bài toán tìm điên tích hình thang cong bất kì. 

Cho hình thang cong giới hạn bởi các đường thẳng x = a, x = b (a < b), 
trục hoành và đường cong у = f(x), trong đó Дх) là hàm số liên tục, không 
âm trên đoạn [a ; b]. 

Với mỗi x e [a ; b], kí hiệu S(x) là điện tích 
của phần hình thang cong đó nằm giữa hai 
đường thẳng vuông góc với Ох lần lượt tại а 
và x (H.50). 

Ta cũng chứng minh được S(x) là một 
nguyên hàm của f(x) trên đoạn [a ; b]. 


Giả sử F(x) cũng là một nguyên hàm của fix) thì 
có một hằng số C sao cho S(x) = F(x) + C. 


Hình 50 


Vì $(а) = 0 nên F(a) + C =0 hay C = -F(a). 

Vậy S(x) = F(x) – F(a). 

Thay x = b vào dáng thúc trên, ta có dién tích cüa hình thang cán tìm là 
S(b) = F(b) - F(a). 


Binh nghia tích phàn 

2 

Giả sử Ах) là hàm số liên tục trên đoạn [a ; b], Р(х) và G(x) là hai nguyên hàm của 
Хо). Chứng minh rằng F(b) — F(a) = С(Ь) — G(a), (tức là hiệu số F(b) — F(a) không 
phụ thuộc việc chọn nguyên hàm). 


Cho Дх) là hàm số liên tục trên đoạn [a ; b]. Giả sử F(x) là 
một nguyên hàm của Дх) trên đoạn [a ; b]. 


Hiệu số F(b) – F(a) được gọi là tích phân từ a đến b (hay tích 
phân xác định trên đoạn [a ; b]) của hàm số Дх), kí hiệu là 

b 

[КО 

а 


Ta còn dùng kí hiệu F() | dé chỉ hiệu số F(b) — F(a). 


b 
Vậy | [одах = Ро] = ЕО) - F(a). 


b 
Ta goi Í là dấu tích phán, а là cận dưới. b là cận trên, ƒ(x)dx 
a 
là biểu thức dưới dấu tích phân và f(x) là hàm số dưới dấu 
tích phân. 


CHÚ Y 
Trong trường hợp a = b hoặc a > b, ta quy ước 
a b a 
Í ƒŒœ)dx = 0; Í ƒ(x)dx = -f ƒ()dx. 
a a b 
Ví du 2 
2 3 


2 
1) [ахах = ef =2 


2 =й 
1 —lỞ=4-1=3; 
1 


ë 
D [2а = inele =Ine-InI=1~0=1. 
L 


NHẬN XÉT 


b 
a) Tích phân của hàm só f từ a đến b có thể kí hiệu bởi [ғо 


а 
b 
hay [faya:. Tích phân đó chi phụ thuộc vào ƒ và các cận a, b 


a 
mà không phụ thuộc vào biến só x hay t. 
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b) Ý nghĩa hình học của tích phân. Nếu hàm só Дх) liên tục và 


b 
không âm trên đoạn [a ; b], thì tích phân [оа Ја аіёп tích 
а 
5 của hình thang cong giới hạn bởi đồ thị của Дх), trục Ох và 
hai đường thẳng x = a, x = b (H.47a). Vậy 


II - TÍNH CHẤT СОА TÍCH PHÂN 


TÍNH CHẤT 1 


b b 
Í #()dx = «| fody (k là hằng số). 
a a 


TÍNH CHẤT 2 


b b b 
Го) + вооа = | fdr + [асдах 
а а а 


3 
А Hãy chứng minh các tính chất 1 và 2. 


4 
Ví dụ 3. Tính Í (2 + з/х)йх. 
4, 


Gidi. Ta có 

4 4 41 
јо? + зоа = |а + 3f 2 ax 
пи 1 1 


3 
4 24 
+ [2л] 
1 =) 


4 D 
= 2150 0-35 
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TÍNH CHẤT 3 


b @ b 
[| /(х)йх = Í ƒ(x)dx + Í fad (a<e<b). 
a a С 


Chứng minh. Giả sử F(x) là một nguyên hàm của fix) trên đoạn [а ; b]. Khi 
đó, F(x) cũng là một nguyên hàm của f(x) trên mỗi đoạn [a ; c] và [c ; b]. Do 
đó, ta có 


c b 
[ ƒ(x)dx + Í ƒ(@œ)dy = (F(c)— F(a)) + (F(b) - F(e)) 


a c 


b 
= F(b) - F(a) = Í fd. н 
а 


27 
Ví du 4. Tính Ỉ М cos2xdx. 
0 


Giải. Ta có 
2л 2. 2л 
[Л —cos2x ax = f A 2sin2 xdr = 12 f binaldr. 
0 0 0 
ү а z эж BỀN 0<x<zr 
—sin x, nếu x < x < 27 
nên 


21m TL 2n 
f Vi- cos2xax = đÍ Баас f Esse 
0 0 x 


| sinxdx — [sasa] 


0 x 


= (с cosx)|o + (€osx)| Е 4р. 
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II - PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHÂN 


1. Phương pháp đổi biến số 
4 


1 
Cho tích phân 7= f (2x+1)2 dx. 
0 
1. Tính 7 bằng cách khai triển (2х-1)2. 
2. Đặt u=2x+1. Biến đổi biểu thức (2x+1)?dx thành gludu. 
и) 
3. Tính Í ø)du và so sánh kết quả với 7 trong câu 1. 
u(0) 


Tuong tự phương pháp đổi biến số trong việc tính nguyên hàm, ta có định lí 
sau đây. 


ĐỊNH LÍ 


Cho hàm số fix) liên tục trên đoạn [a : b]. Giả sử hàm số 
x = ф(ї)сб đạo hàm liên tục trên đoạn [z ; д J® sao cho 
ø(ø) = а,Ф(В) = b và a < @(t) S b với mọi t e [z ; В]. 


Khi dó 
b 8 
[ядах = [7(@0))ø'0d: 
а а 
ЕТ 
Ví du 5. Tính [ = dx. 
0 l+x 


РЕЯ = T T AP 
Giải. Đặt x = tant, —— <t < z Та cố х'(0) = 


77: 
Cos” t 


Khi x= 0 thì r =0, khi x = 1 thì t= T 


Các giả thiết của định lí trên được thoả mãn. Do đó 
x 


х s 
1 4 4 

li 1 dt 
| ах = | теат = |a=. 
l+ x gl+tan“? co“ 0 4 


(*) Nếu В < а, ta xét đoạn [B ; a]. 
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CHÚ Ý 
Trong nhiều trường hợp ta còn sử dụng phép đổi biến số ở 
dang sau : 
b 
Cho hàm số f(x) liên tục trên đoạn [a ; b]. Để tính | одах, 
а 


đôi khi ta chọn hàm só и = u(x) làm biến số mới, trong đó trên 
đoạn [a ; Б], u(x) có đạo hàm liên tục và u(x) є [æ ; đ]. 


Giả sử có thể viết 

ƒ(x) = g(u(x))u'(x),x € [a;b], 
với g(u) liên tục trên đoạn [а : £]. 
Khi đó, ta có 


u(b) 
[ов = [КОЛ 
а u(a) 


д 


2 
Ví du 6. Tính [sin2 x cos хах. 
Giải. Đặt и = sinx. Та сби' = cos x. 
кых = 0 tà MO) =0, Khi + = 2 ma [2)-1. 
Vậy 


1 
Я 1 
ѕіп2 хсоѕхах = Гаи = 20 
0 


оын 


1 


Ví du 7. Tính Í — 
alty 


Giải. Đặt u = 1 + х2, ta có u' = 2x, u(0) = 1, u(1) = 2 nên 


1 2 

x Hới її т 3 
————w=~Í——du =-—.—[ =-—|>-1|=—. 
[кюл 2173 mm" e ) 16 
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2. Phuong pháp tính tích phân từng phán 
А: 
а) Hãy tính [e + Detay bằng phương pháp tính nguyên hàm từng phần. 
1 
b) Từ đó tính Í (х+1)е*йх. 
0 
Tương tự phuong pháp tính nguyên hàm từng phần, ta có định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 


Nếu u = u(x) và v = у(х) là hai hàm số có đạo hàm liên tục 
trên đoạn [a ; b] thì 


b b b 
Год одах = (u(x)v(x))|° - [uawas 
a a 


b b 
hay [иду = иу], - fvau. 


a a 


л 
2 

Ví du 8. Tính Í xsin xdy. 
0 


Giải. Đặt и = x và ду = sinxdx, ta có du = dx và v = —cosx. Do đó 


= 

2 
хѕіпхах = (—x cos х) ы, | созхах 

0 


on] 


x x 
2: 2 
=(—xcos x) Tu (sin x) 0 =0+1=l. 
bài е 
Ví du 9. Tính | ax. 
# 


1 
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ах, ta có du = Jy Vày = ту аб 
x x 


Giải. Đặt и = Inx vàdy = 


BAN CÓ BIÉT 


NIU-TON (I.NEWTON) 


Niư-tơn là nhà toán học, vật lí hoc, cơ học và thiên văn hoc 
vĩ đại người Anh. 

Sinh ra thiếu tháng, Niu-tơn là một đứa trẻ yếu ớt. Lớn 
lên Niu-tơn cũng không phải là u bé khoẻ mạnh. Cậu 
thường phải tránh những trò chơi hiếu động của đám bạn bè 
cùng lứa tuổi. Thay vào đó, cậu tự sáng chế ra những trò 
chơi cho riêng mình, qua đó cũng thấy được tài năng thực 
nghiệm của Niu-tơn sớm được bộc lộ. Khi thì cậu làm ra 
những đồ chơi cơ học, như chiếc đồng hồ bằng gỗ chạy 
được, khi thì cậu sáng chế ra chiếc cối xay gió, bên trong để 
một con chuột đóng vai trò người thợ xay. Có lần vào ban 1. Newton 

đêm Niu-tơn đã thả chiếc diều mang đèn lồng chiếu sáng, (1643 — 1727) 
khiến cho dân làng hoảng sợ. Và ngay từ lúc nhỏ, Niu-tơn đã rất chịu khó đọc sách và 
ghi chép cẩn thận những điều lí thú mà cậu đọc được trong sách. 

Năm 1661, 18 tuổi, Niu-tơn vào học tại tường Đại học Cam-brit (Cambridge). Từ đó 
Niu-tơn thực sự quan tâm đến khoa học. Thầy dạy toán của Niu-tơn thừa nhận 
cậu sinh viên xuất sắc đã vượt mình và năm 1669 ông nhường chức vụ giáo sư 
cho người học trò lỗi lạc ấy. Niu-tơn giữ chức này cho đến năm 1701. 


Cống hiến lớn lao của Niu-tơn đối với toán học là đồng thời và độc lập với Lai-bơnit 
(G. Leibniz), ông đã sáng lập ra phép tính vi phân và tích phân. Ngay từ những năm 
1665 — 1666, lúc 22, 23 tuổi, Niu-tơn đã xây dựng cơ sở của phép tính này mà 
ông gọi là "phương pháp thông lượng", và ông đã áp dụng phương pháp đó để 
giải những bài toán về Cơ học. 

Niu-tơn và Lai-bơ-nit đều phát hiện ra mối liên hệ sâu sắc giữa tích phân và 
nguyên hàm. Lịch sử Toán học cho thấy khái niệm tích phân đã xuất hiện độc lập 
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với đạo hàm và nguyên hàm. Do đó, việc thiết lập mối liên hệ giữa tích phân với 
nguyên hàm là một phát minh của Niu-tơn và Lai-bơ-nit. 

Niu-tơn đã có những phát minh cơ bản về dãy vô hạn. Đặc biệt, ông mở rộng 
định lí, nay gọi là "định lí nhị thức Niu-tơn" cho trường hợp số mũ là một số thực 
tuỳ ý. 

Niu-tơn còn có những cống hiến lớn lao trong các lĩnh vực Đại số, Hình học, Cơ 
học và Vật lí. Ông đã phát minh ra định luật vĩ đại về vạn vật hấp dẫn. 


Tính các tích phân sau : 


x 
z 

Ja - х)?ах; b) СЕ = з): 
0 


i= 


a) 
b 
2 
2 1 Š 
О Lana d) [о + D2ax; 
iren Hit ) dx 
> 
E 
: 2 
o [22а 8) | зїп3хсоз5х@х. 
P+ a 
z Е: 
Tính các tích рћар sau : 
x 
| ° 
a) [1-@&; b) [sim xdv; 
9 0 
2 2x+1 т 
с) Í ` = dx; d) [sin0 x cos2 хах. 
х 
0 е 0 


Sử dụng phương pháp đổi biến số, hãy tính : 


3 
a) Í 
P1 + x)2 


1 
b) f 1-х°4йх (đặt x=sim) ; 


A dx (đătu= x+1) ; 


[0+0 


ах (đặt и=1+ xe”) ; 


с) Гаа + х)йх; 


0 
Tính các tích phàn sau : 
1 
1 3 2 3 
а) [а + 302 ax; b) [= Di 
0 ох = 


е 
b) f? mak; 


1 


1 
4) | (х2 – 2х – едх. 


0 


2 r 
ð == š х) 


1 
Tính [ха - x) dx bằng hai phương pháp : 


0 
а) Đổi biến số u = 1-х; 
b) Tính tích phân từng phần. 


dx. 
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ỨNG DUNG 


CÚA TÍCH PHÁN 


TRONG HÌNH HỌC 


I- TÍNH DIỆN TÍCH HINH PHẲNG 


А 
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1 


Tính diện tích hình thang vuông được giới hạn bởi các đường thẳng у= -2x - 1, y = 0, 


x=lVàx=5. 


So sánh với diện tích hình thang vuông trong Д , của §2. 


Hình phẳng giới hạn bởi một đường cong và trục hoành 


Giả sử hàm số y = f(x) liên tục, nhận giá trị 
không âm trên đoạn [z ; b]. Ta đã biết hình 
thang cong giới hạn bởi đồ thị của Дх), trục 
hoành và hai đường thẳng x = a, x = b có 
điện tích $ được tính theo công thức 

b 

S= | fd. a) 

a 
“Trường hop f(x) < 0 trên đoạn [a ; b], ta có 
-fix) > 0 và diện tích hình thang cong 
aABb bằng diện tích hình thang cong 
aA'B'b là hình đối xứng của hình thang đã 


Hình 51 cho qua trục hoành (Н.51). Do đó 
b 
S = Saans xa na... 2) 
a 
Tổng quát, diện tích $ của hình ? 
phẳng giới hạn bởi đồ thị của „АЎ 
hàm só ƒ(x) liên tục, trục hoành 8 
và hai đường thẳng x = а, x = b 
(H.52) duoc tính theo cóng thúc 
о 


b 
s = [|/(хй. 
a 


(3) 


Hinh 52 


Ví du 1. Tính diện tích hình phẳng được giới hạn bởi dó thị của hàm só y =, 
trục hoành và hai đường thẳng x = —1, x = 2 (H.53). 


Giải. Ta có x < 0 trên đoạn [-1 ; 0] và 
x > 0 trên đoạn [0 ; 2]. Áp dụng công thức 
(3), ta có : 


2 0 2 
S= Í аах = [хах + [ах 
-1 -1 0 


Hình 53 


Hình phẳng giới hạn bới hai đường cong 


Cho hai hàm số y = f,(x) và y = (х) liên tục 
trên đoạn [a ; b] . Gọi D là hình phẳng giới 
hạn bởi đồ thị hai hàm số đó và các đường 
thẳng x =a,.x=b(H.54). 

Xét trường hợp f(x) > f(x) với mọi 
x e[a ;b]. Gọi Sı, S2 là diện tích của hai 
hình thang cong giới hạn bởi trục hoành, hai 
đường thẳng x = a, x = b và các đường cong 
y = f(x), y = (х) tương ứng. Khi đó, diện tích 
$ của hình D là 


b 
$ =$ - $ = [(AG) -Ad 
a 


Trong trường hợp tổng quát, người ta chúng minh được công thúc 


b 
s= ло) - Оа (4) 


CHÚ Ý 
Khi áp dụng công thức (4), cần khử dấu giá trị tuyệt đối của 
hàm số dưới dấu tích phân. Muốn vậy, ta giải phương trình 
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ЛО) – fx (x) = 0 trên đoạn [a ; b]. Giả sử phương trình có hai 
nghiệm c, d (c < а). Khi đó, fi (x) – /›(x) không đổi dấu trên 


các đoạn [a ; с], [c ; d], [d ; b]. Trên mỗi đoạn đó, chẳng hạn 
trên đoạn [a ; с], ta có 


[Aw -hd = 
a 


[A - hd 
a 


Ví du 2. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đường thẳng x =0, x = л 
và đồ thị của hai hàm số y = cosx, у = sinx (Н.55). 


Giải. Đặt у(х) = cosx, (х) = sin x. 
Ta có Ax- (x) =0 


<> cosx — sinx =0 


e1=3 e [0 ; z]. 


Vậy diện tích của hình phẳng đã cho là Hình 55 


x 


т 4 т 
= flcosx- sinx|dx = [cos x — sin x|dx + [ох – sin x|dx = 
0 0 т 


4 


" 
ока 


x 
(cosx — sin x)dx| + Í (cos x — sin x)dx 
[* 
4 


л 
+ 
= |(sinx + cos x) 01+ (sin x + cos х) Ме Wa- 
т 
4 
Ví du 3. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đường cong y = xỶ—x và 
у=х- х2. 
Gidi. Та có 


До) = БО) = G - x)—(x— x2) = х + x2 = 2x. 


Phuong trinh f(x) — /2(x) = 0 có ba nghiệm ху = —2, x = 0, xs = 1. 
Vậy diện tích hình phẳng đã cho là 


vì 


=2 


4 3 

E E г 18 2) 
45 

II - TÍNH THỂ TÍCH 


2 
x Hãy nhắc lại công thức tính thể tích khối lăng trụ có diện tích đáy bằng B và chiều 
cao bằng h. 


0 
Í œ p= 2х)ах]| 
H2 


4 a 
+Ë =.) 
4 3 


1 
x2+x2— 2xÌdx = + [оз +2 - 2x)dx 


0 


0 


E2 


1. Thể tích của vật thể 


Cắt một vật thể V bởi hai mặt phẳng (P) và (Q) vuông góc với trục Ох lần lượt 
tại x = a, x = b (a < b). Một mặt phẳng tuỳ ý vuông góc với Ox tại điểm x 
(a < 


< b) cát theo thiết điện có diện tích là S(x) (H.56). Giả sử S(x) liên tục 
trên đoạn [a ; b]. 


xY 


Hinh 56 


Người ta chứng minh được rằng thể tích V của phần vật thé © giới hạn bởi 
hai mặt phẳng (Р) và (Q) được tính bởi công thức : 


(5) 
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Ví dụ 4. Tính thể tích khối lăng trụ, biết ” 
diện tích đáy bằng В và chiều cao bằng h. 
Giải. Chọn trục Ox song song với đường 
cao của khối lãng trụ, còn hai đấy nằm 
trong hai mặt phẳng vuông góc với Ox 
tại x =0 và x= h (Н.57). 

Hiển nhiên, một mặt phẳng tuỳ ý vuông góc 
với trục Ох, cắt lãng trụ theo thiết diện có 
diện tích không đổi 50) = B (0 < x < h). 
Áp dụng công thức (5), ta сб 


h h 


V= [50а = [pax = вр =@ 
8 0 Hinh 57 
2. Thể tích khối chóp và khối chóp cụt о 
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а) Cho khói chóp có chiều cao bàng h và 
diện tích đáy bằng B. 

Chọn trục Ox vuông góc với mặt phẳng 
đáy tại điểm Z sao cho gốc O trùng với 
đỉnh của khối chóp và có hướng xác định 
bởi vectơ 01. Khi đó OI = h. Một mặt 
phẳng (о) vuông gốc với Ох tại х 
(0 < x < h) cất khối chóp theo thiết diện 
có điện tích là S(x) (H.58). Ta có 


2 
50) = E 
Khi đó, thé tích V của khối chóp là Hình 58 
h РД h 
— =2 (2) _ Bh. 
ụ Br 123 Ло 3 


b) Cho khói chóp cụt tạo bởi khói chóp dinh $ có diện tích hai đáy lần lượt 
là B, B' và chiều cao bằng h. 


Chọn trục Ox trùng với đường cao của 
khối chóp và gốc O trùng với đỉnh S. 
Hai mặt phẳng đáy của khối chóp cụt 
cắt Ох tại Т và Г (H.59). Đặt OI = b, 
ОГ = a (a < b). Gọi V 1А thể tích của 
khói chóp cut. Ta có 


i. 
vs [5w = = zG 
+ b 3b 


_pb-a d2+ab+ ĐỂ. 
3 b? 


2 


Vì B'= B€ vàh=b—anên 
b2 Yx 


[| 
V= 2 + /ВВ' + В’). РЕТ 


Ш - THỂ TÍCH KHỐI TRÒN ХОАҮ 


3 
А Nhắc lại khái niệm mặt tròn xoay và khối tròn xoay trong hinh hoc. 


Nghệ nhân làng gốm Bát Tràng 


119 


Bài toán 

Giả sử một hình thang cong giới hạn 
bởi đồ thị hàm số y = f(x), trục Ox và 
hai đường thẳng x = a và x = b (a < b) 
quay xung quanh trục Ох tạo thành 
một khối tròn xoay (H.60). Hãy tính thể 
tích V của nó. 

Giải. Thiết diện của khối tròn xoay trên 
tạo bởi mặt phẳng vuông góc với trục Ox 
tại x є [a ; b] là hình tròn có bán kính 
bằng |ƒ(+)|. Do đó, diện tích của thiết 


điện là SG) =z2(v). Vậy theo công 
thức (5) ta có 


b 
V = nf f de. © 
a 


Ví du 5. Cho hình phẳng giới hạn bởi 
đường cong y = sinx, trục hoành và 
hai đường thẳng x =0, x = z (H.61). 

Tính thể tích khối tròn xoay thu được 
khi quay hình này xung quanh trục Ох. 


Giải. Ар dụng công thức (6), ta có 
x = x 
V=r [ sin2xdx = Zfa — cos2x)dx 
0 2 0 


2 
-z(y = san lỗ su ae 
2 2 2 
Ví du 6. Tính thé tích hình câu bán kính R. 
Giải. Hình cầu bán kính R là khối tròn 
xoay thu được khi quay nửa hình tròn 
giới hạn bởi đường у= R -x 
(—R < x < R) và đường thẳng y = 0 xung 
quanh trục Ox (H.62). 


Hình 60 


Hình 61 


ЗІ. 


T z 


m 1 
` $ 
` / 

S. А 


Hinh 62 


R 


Vậy V = т] (уе =?) ф 


-R 
R з\р 
= т | (R? – х2) = a(r 2) = 
ay 3 
=R 
Bài tâp 


Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường : 
а)у=х,у=х+2;  b)y=llnal,y=l; c)y=(x-6),y=6x-+Ỷ. 
Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đường cung y = 2+1, tiếp tuyến 
với đường này tại điểm M(2 ; 5) và trục Oy. 

x2 
Parabol y = ni chia hình tròn có tâm tại gốc toa độ, bán kính 22 
thành hai phần. Tìm tỉ số điện tích của chúng. 


Tính thể tích khối tròn xoay do hình phẳng giới hạn bởi các đường sau 
quay quanh trục Ох: 


ay=1-XZ,y=0; 
b)y= cosx, y=0,x=0,x=z; 


©)y= tầng, y=0, x=0,x= Z. 


Cho tam giác vuông OPM có cạnh OP nằm trên trục Ox. Đặt 


POM = a, OM = R (o<«<5.>o). 


Gọi V là khối tròn xoay thu được khi quay tam 
giác đó xung quanh trục Ox (H.63). 
a) Tính thể tích của theo z và R. 


b) Tìm о sao cho thể tích của lón nhất. 


Hình 63 
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BAN CÓ BIÉT 


LICH SỬ PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN 


Phép tính tích phân đã được các nhà bác hoc sử dung từ trước thế kỉ XVIII. Đến thế 
kỉ XIX, Cô-si (Cauchy, 1789 - 1857) và Ri-man (Riemann, 1826 — 1866) mới xây 
dựng được một lí thuyết chính xác về tích phân. Lí thuyết này về sau được Lơ-be-gơ 
(Lebesgue, 1875 — 1941) và Đăng gioa (Denjoy, 1884 — 1974) hoàn thiện. 

Để định nghĩa tích phân, các nhà toán học ở thế kỉ XVII và XVIII không dùng đến 
khái niệm giới hạn. Thay vào đó, họ nói "tổng của một số vô cùng lớn những số 
hạng vô cùng nhỏ". Chẳng hạn, diện tích của hình thang cong là tổng của một số 
vô cùng lớn những diện tích của những hình chữ nhật vô cùng nhỏ. Dựa trên cơ sở 
này, Kë-nle (Kepler, 1571 - 1830) đã tính một cách chính хас nhiẩu diện tính và 
thể tích. Các nghiên cứu này được Ca-va-li-ơ-ri (Cavalierie,1598 — 1647) tiếp tục 
phát triển. 

Dưới dạng trừu tượng, tích phân đã được Lai-bơ-nit định nghĩa và đưa vào kí hiệu Í. Tên 
gọi "tích phân" do Bec-nu-li (Jacob Bernoulli, 1654 — 1708), học trò của Lai-bơ-nit 
đề xuất. 

Như vậy, tích phân đã xuất hiện độc lập với đạo hàm và nguyên hàm. Do đó, việc 
thiết lập liên hệ giữa tích phân và nguyên hàm là một phát minh vĩ đại của Niu-tơn 
và Lai-bd-nit. 

Khái niệm hiện đại về tích phân, xem như giới hạn của các tổng tích phân, là của 
Cô-si và Ri-man. 


BÀI ĐỌC THÊM 


TÍNH DIÉN TÍCH BẰNG GIỚI HAN 


1. Tính diện tích hình thang cong 

Xét hình thang cong giới hạn bởi các đường x = a, x = b (a < b), y = 0 và y = Да), 
trong đó До) là hàm số liên tục, không âm trên đoạn [a ; b]. 

Để xác định diện tích của hình thang cong trên. Ta dùng phép chia nhỏ, xấp xi 
bởi một hình bậc thang và chuyển qua giới hạn 

Ta chia đoạn [a ; b] thành n phần tuỳ ý bởi các điểm хо, Xp з, х, 5а0 cho 


а= xy <3) <..<x, =b. 


Từ các điểm chia, vë các đường thẳng song song với trục Oy, tương ứng chia hình 
thang cong thành n hình thang cong nhỏ (H.64a). 


x”. у=) 


м. 


7> 


SN 
М 


2 
Z 
Z 


NNN 


ММ 


Z; 
77 
2 
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SSS 
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O| хо=а 


2/2 


it 


лере 


Г 
“HÀ 


x 


a 
| 
# 


a) b) 
Hinh 64 
Tại mỗi hình thang cong +; ¡4;B,x,, ta dựng một hình chữ nhật có đáy là đoạn 
[х{_ ү; х] và chiều cao bằng ƒ(£) với £ lấy tuỳ ý trên đoạn [x, ¡; x,] (H.64b). 
Hình chữ nhật nhận được +, ¡M,N,x, có diện tích bằng 
Сету) 
Só пау хар xỉ diện tích hình thang cong >; 4;8,х;. 
Kí hiệu S là diện tích hình thang cong аАВЬ cần tìm, ta có 
$= FENG хо) ƒ(ố; J(X; р) +. ƒ(ếu ) Xy р) 


hay S= D FEN —x; |). (0) 


i=l 


Хар хі này càng chính xác nếu tất cả các hiệu số x; —x, ¡ Càng nhỏ. Sự kiện này gợi ý 


cho ta về phép chuyển qua giới hạn khi шах (л; —л; 1) dán tới 0 để thu được diện tích 
l<i<n 


hình thang cong aABb. 
Xét 


ë ;)@,—xy ү) khi тах (x; лр, )—>0. (2) 
<ї<п 


Người ta chứng minh được rằng nếu Дх) liên tục trên đoạn [a ; b] thì giới han (2) 
luôn tồn tại không phụ thuộc cách chia đoạn [a ; b] và cách lấy điểm & e[x; |; x], 


i= 1,2, ...n. Ta coi giới hạn ấy là diện tích của hình thang cong đã cho. 
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Vậy S= lim > Р); хр) khi max б; —x;¿¡)—>0. (3) 


b 
Giới hạn này chính là [лож 


2. Ар dung 
Nhờ giới hạn dạng (3), ta có thể tính được diện tích một số hình phẳng. 
Ví dụ 1. Tính diện tích hình thang cong y 
giới hạn bởi các đường 


2 


y=2?,y=0,x= 0 và x= 1. 

Giải. Ta tiến hành theo phương pháp trên 
nhưng chia đoạn [a ; b] thành n phần bằng 
nhau, tức là độ dài các đoạn [x 1; х] 


bàng 1 piém § được chọn là mút trái 
n 


của đoạn [x, |; x,], £ =x; ¡. Khi đó 


° 2 
ra=) , i=1,2, „n (H.65). 
n 
Ta lập tổng dạng (1) 


п 2 2 
S= JEG 1) (4) * (2) +. + 
= n| \n n 


-1 q4 4+0- A 
n 6n 


_ (n-DQn-D 
62 ` 


Hinh 65 


А : 
К : . Deni i 
Vậy S= lim ау Ë — 
у оу сс x s 


(vì chia đều đoạn [a ; b] nên max(x, –л; 1) > 0 & n — +e). 
jda sd 


Ví dụ 2. Tính diện tích hình tròn bán kính R. 


Giải. Vì diện tích hình tròn không phụ thuộc vị trí của nó trong mặt phẳng Oxy 
nên để xác định, ta giả sử tâm hình tròn trùng với gốc. toạ độ. Hình tròn đối ứng 
qua tâm, nên ta chỉ cần tính diện tích của phần nằm ở góc phần tư thứ nhất của 
mặt phẳng toạ độ. 
Hình tròn được giới hạn bởi đường tròn có phương trình là x? +? = R°. Ta có thể 
viết phương trình này ở dạng tham số 

x= Rcost, у= Rsin:, 0<?<27. 


Ta tính diện tích phần tu hình tròn được giới hạn bởi cung tròn x= Rcost#, у = Rsint 
(o< <2) và hai trục toa dó x = 0 và у= 0. 

Ta chia đoạn [0 ; R] trên trục hoành 
thành n phần bởi các điểm x; (¡=0,.... n) 
sao cho các điểm М; (i = 0,..., n) tương 


ứng chia cung tròn thành n phần bằng 
nhau. Khi đó, số đo các cung nhỏ 


đều bằng F Điểm ¿£ được chọn 
n 


trùng với х, (mút phải đoạn [x, ү; x,]) 
(H.66). Ta có 


а пех Z) 
2 2n 


x x 
ji 2-12 
AEN G z) 


х1 х X =R х 


Hinh 66 
x= 0, yo = R. 


Уу) 


El 


É ¿E J Ë „л ) Ë ` ‹ || 
——i— || cos| ~—i— |—cos| ——(i—-1)— 
2 2n > 28 2 2n 


=: 
=2R? Y sin(n-i)—.sin(2n-2i +1). sin— 
> 2n ап dn 


=2R? заа ~Ú)-—.sin2n—1)-—+ 
4n 2n 4n 


3 
+sin(n -DE snan- Etsin sins] 
2n 4n 2n "ân 


=R? sin” [e П eos(4n-3) Z ).[ee Л__сов(4п—7)-— } 
апап 4n 4n т 


x т 
+ (осо) 
4п 4п 


aR os (п) 2. 
4п 4п 
= 5. ноо. scosdn-3 5 | 
4п 4п 4п 4п 


sin(4ø 1) х —sin3x 


Vi cos5x+cos9x+...+cos(4n—3)x = 
2sin2x 
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nên tổng trên viết thành 


Ж £ A sinan- DZ -sin 22 
аро; “a= ою аЛ sn де ms 
= 2 i 
4n 
Е СТА ПЫ a SP: 
=R?cos-—.(n~1)sin-—— RẺ, n 4п, 
4п 4n a x 
'C0OS— 
4n 


Chuyển qua giới hạn đẳng thức trên khi n — +оо (Vì max(x;—x;_¡) >0 © n — +e), 
1<i<n 


ta được 


n 


S= lim D fE х) 
i=l 


DE marh -mi 
= lim PaE 2(-;) Ап _ g2 án 4n 2л 
йс aa a Ж mm 4 
4n 4n 


Vậy diện tích hình tròn bằng zR2. 


Ôn tập chương Ш 


1. а) Phát biểu định nghĩa nguyên hàm của hàm số Дх) trên một khoảng. 
b) Nêu phương pháp tính nguyên hàm từng phần. Cho ví dụ minh hoạ. 
2. а) Phát biểu định nghĩa tích phân của hàm số f(x) trên một đoạn. 
b) Nêu các tính chất của tích phân. Cho ví dụ minh hoạ. 


3. Tìm nguyên hàm cúa các hàm só sau : 


а) Дх) =(х- DG 20)(1 —33); b) о) = sin4xcos22x ; 
ows: 4)/0) = (e* — B. 

4. Tính: 
а) [0 — Osin xd; b) je +” &; 


Ух 
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ы 
ех +1 


Te 


1 
—————'' 
KỈ Em i 


ах; 
1+ х 


= 
2 

a) Í cos 2 xsin2 xdx ч 
0 


c) 
1 x° 


d 
2 

e) f Ginx * cosx)2dx; 
0 


r (ear be p pue: ẤN 


d |— d; 
(sin x + cos x) 


1 
————' 
® l5 + x)(2 — x) й 


64 ә 
b) | з 


x 
d) [М +sin2x dx; 
0 


1 
b) Í рх -2—*Ìax; 


d) Ae 
22 -2х-3 ў 


x 
2) Í (x + sin x)2 dx. 
0 


т. Xét hinh phẳng D giới hạn bởi y = 2V1 — 2 và y = 2(1— 2). 


a) Tính diện tích hinh D. 


h) Quay hinh D xung quanh trục Ох. Tính thể tích khối tràn xoay được 


Bài tập trắc nghiệm 


tạo thành. 
dx š 
1. Tính „ kết quả là : 
үл _ x i 
б 
(А) $ (8) Саз 
vI-x 


С) -Ni-a +С; 


Tính [2Ý* Ba ‚ kết quả sai là : 
Ж 


T 
(А) 2C; @®) (2% -1)+с: 

(С) 202% +1) с; (р) 20 +С. 
Tích phân [eo2x sin хах bằng : 

0 
2 2 3 

А) —; В) —: C) =; D)0. 
(A) Я (В) 3 (С) 2 (D) 0 


x 


T 
E 2 

Cho hai tích phân Í sin“xdv và Í cos2x dx, hãy chỉ ra khẳng định đúng : 
0 


0 
= £ = z 
2 2 2 2 
(A) f sin?xdx > [cos ay; (B) f sin?xdx < [co xe; 
0 0 0 0 
= = 
2 2 
(С) | зї?хйх = [cos ay; (D) Khóng so sánh duoc. 
0 0 


Diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường cong 


a) у= Ó và y = xŠ bằng : 


(A)0; (В) -4; (С) a (0) 2. 
b) y=x+sinxvà у= х (0 < х < 2л) bằng: 
(А) 4; (В) 4; (С)0; (0) 1. 


Cho hình phẳng giới hạn bởi các đường y = үх và у= x quay xung 
quanh trục Ox. Thể tích của khối tròn xoay tạo thành bằng : 


(A)0; @)-т; Or; D) =. 


==S6 phúc 


== Công. trừ và nhân số phức | 


ma hép chia số phức 


só PHÚC 


1. Só i 


Ta đã biết các phuong trình bậc hai với biệt số âm không có nghiệm thuc. 

Phương trình bậc hai đơn giản nhất không có nghiệm thực là phương trình 
2+1=0. 

Với mong muốn mở rộng tập hợp số thuc dé moi phương trình bậc п đều có 


nghiệm, người ta đưa ra một số mới, kí hiệu là ¡ và coi nó là nghiệm của 
phương trình trên. Như vậy 


i = -1. 


2. Định nghĩa số phức 


Mỗi biểu thức dạng a + bi, trong đó a, b e R, Pe duoc 
goi là mót só phúc. 

Đối với số phúc z = a + bi, ta nói a là phần thuc, b là phân 
ào cüa z. 


Тар hợp các số phúc kí hiệu là C. 
Ví đụ 1. Các số sau là những số phức : 
2+5¡; -V2 +3i ; 1+(—3) (cồn viết là 1— 3i); 1+ 431 (còn viết là 


1+ 4/3). 
1 


д Ме phần thực và phần ảo của các số phức sau : —3+5;, 4—4/2, 0+лі, 1 +0. 
3. Số phức bằng nhau 


Hai số phức là bằng nhau nếu phần thực và phần ảo của 
chúng tương ứng bằng nhau. 


a+ bi = c + di @ a = c và b = d. 
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Ví du 2. Tìm các só thuc x và у, biết 
(2x+1)+ (Зу — Di = (x + 2) + (y + 4i. 
Giải. Từ định nghĩa của hai số phức bằng nhau, ta có 
2x+l=x+2và 3y-2=y+4. 
Vậy x = ] và y = 3. 
CHÚ Ý 

* Mỗi số thực a được coi là một số phức với phần ảo bằng 0 

a=a+(i. 

Như vậy, môi số thực cũng là một số phức. Ta có Е с C. 

* Số phức 0 + bi được gọi là số thuần ảo và viết đơn giản là bi 

bi = 0+ bi. 
Đặc biệt ¡= 0+ lí. 
Số ¡ được gọi là đơn vị ảo. 


2 


КД 


Viét só phúc z có phán thuc bàng > phần ảo bằng = 


4. Biểu diễn hình học số phúc 


Như trên đã thấy, mỗi số phức z = a + bi hoàn 
toàn được xác định bởi cặp số thực (a ; b). 
Điểm M(a : b) trong một hệ toa độ 


vuông góc của mặt phẳng được gọi là ТЕД 
điểm biểu diễn số phúc z = а + bi y 
(Н.67). alo 
Ví du 3. (H.68) 77 кнн + 
Điểm A biểu diễn số phức 3 + 2i ; 1 | 
Điểm B biểu diễn só phúc 2 — 3i ; i > 


Điểm C biểu diễn số phúc -3 – 2i ; 
Điểm D biểu diễn số phức 3i. 


Hình 68 
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3 
А a) Biểu diễn trên mặt phẳng toa độ các số phúc sau : 3 — 2i, —4i, 3 

b) Các điểm biểu diễn số thực, số thuần ảo nằm ở đâu trên mặt phẳng toạ độ ? 
5. Môdun của số phức 


Giả sử số phức z = a + bỉ được biểu diễn bởi đểm у 
M(a : b) trên mặt phẳng toa độ (H.69). 


Độ dài của vectơ OM được gọi là 
s: của số phúc z và kí hiệu là Izl. 


| = - lai hay la + bil = [ОМ]. 


Dễ thấy la + bil = Va? + b2. Hình 69 


8-21 = з? + (2Ÿ = V3 ; 
ПАВ = 1+ Өз)? =2 


4 
А» phức nào có môđun bàng 0 ? 


6. Số phức liên hợp 


5 
А Biểu diễn các cặp số phức sau trên mặt phẳng toa độ và nêu nhận xét : 
a)2+3i và 2—3i ; 
b) -2+3/ và 2—31. 
Cho số phức z=a+bi. Та gọi у 
a — bi là số phức liên hợp của z và 
kí hiệu là Z = a — bi. 


iA z=a+bi 


Trên mặt phẳng toa độ, các điểm biểu diễn z 


và Z đối xứng với nhau qua trục Ох (H.70). Nhôm 
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А: 
Choz=3-2i. 


a) Hãy tính z và Z. Nêu nhận xét. 
b) Tính |z| và |z|. Nêu nhận xét. 
Tù định nghĩa ta сб: 


BẠN CÓ BIẾT 


CÁC- ĐA-NÔ (G.CARDANO) 


Các-đa-nô là một nhà bác học người l-ta-l-a. Ông sinh năm 
1501, đạt học vị tiến sĩ y khoa năm 1526, nhưng không 
được hành nghề y mà trở thành thầy giáo dạy toán. Ông 
có trên 200 công trình về các lĩnh vực Toán học, Y học, 
Triết học, Thiên văn học, Âm nhạc và Thần học. Năm 
1545 ông xuất bản quyển sách "Nghệ thuật lớn của 
phép giải các phương trình đại số". Trong cuốn sách 
này, ông trình bày cách giải phương trình bậc ba, bậc 
bốn và đề cập tới căn bậc hai của số âm. Có thể nói sự 
nghiên cứu số phức khởi nguồn từ công trình này. 


С. Cardano 
(1501 — 1576) 


Bài tập 
1. Tìm phần thực và phần ảo của số phức z, biết : 
a) 2=1-лі; b) 2= 42-1; 
c) z = 2402; d) z = ~i. 


2. Tim các số thuc x và y, biết : 
а) Gx- 2) + (2y + Di = (z +) — (y 5); 
b) (1—23)— 4/3 = V5 + (1 - 3y)i; 
с) (2x + у) + 2y- x)i = (x -2y +3) + (у+ 2x + Di. 
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3. Trên mặt phẳng toa độ, tìm tập hợp điểm biểu diễn các số phúc z thoả mãn 
điều kiện : 


а) Phần thực của z bằng —2 ; 

b) Phần ảo của z bằng 3 ; 

c) Phần thực của z thuộc khoảng (-1 ; 2); 

d) Phần ảo của z thuộc đoạn [1 ; 3]; 

e) Phần thực và phần ảo của z đều thuộc đoạn [—2 ; 2]. 
а. Tính|z| với : 

a) z=~2+i3; b) z = 2-3; 

c) z = —5; d) z = 403. 


5. Trên mặt phẳng toa độ, tìm tập hợp điểm biểu diễn các số phúc z thoả mãn 
điều kiện : 


a) А=1; b) |z| <1; 

e1<lz|<2; d) |z| = 1 và phần ảo của z bằng 1. 
6. Tìm Z, biết: 

а) z=1- P; b) z = -V2 +43; 

Hras: đ) z = Tỉ. 


CỘNG, TRỪ VÀ NHÂN SỐ PHỨC 


1. Phép cộng và phép trừ 


1 
А. quy tắc cộng, trừ đa thức (сої i là biến), hãy tính : 
(3+20+(5+80; 
(1+5i)—(4+3i). 
Phép cộng và phép trừ hai số phức được thực hiện theo quy tắc 
cộng, trừ đa thức. 
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Ví dụ 1 
(5 + 21) + (3 + 71) = (5+3) + (2+ 7)¡ = 8 + 9¡ ; 


(14.69) аЗ) =0-—4)+(6—3ÿ = 343 
Tổng quát 


(а + bi) + (c + đi) = (a +c) + (b + а) ; 
(a + bi) — (c + di) = (a — с) + (b — đi. 


2. Phép nhàn 


2 
А quy tác nhân da thức với chú y i? = –1, hãy tính (3+2¡)(2+3i). 
Phép nhân hai số phức được thực hiện theo quy tắc nhân đa 
thức rồi thay Ё? =-1 trong kết quả nhận được. 
Ví dụ 2 
(5 + 21)(4 + 3i) = 20 + lỗi + 8i + 6i” = (20- 6) + (15 + 8)¡ = 14 + 23¡; 
(2-36 + 4i) = 12 + 8i —18i — 1212 = 12 + 8i — 18i + 12 
= (12 +12)+ (8 — 18} = 24 — 10i. 
Tóng quát 


(a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi? = ac + adi + bci — bd. 


(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + be). 


CHÚ Ý 


Vậy 


Phép cộng và phép nhân các số phức có tất cả các tính chất 
của phép cộng và phép nhân các số thực. 


3 
А Hãy nêu các tính chất của phép cộng và phép nhân số phức. 


Bởi tâp 
1. Thực hiện các phép tính sau : 
а) (3 — 5i) + (2 + 4i) ; b) 2-3) +1- Ti); 
с) (4 + 3i) – (5- 7i) ; а) (2—3) - (5 – 4i). 
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2. Tính z+ J, a- В với: 


a)øœ=3,/0= 21; b)#ø=1-2i, В =6; 

c) & = 5i, В = -7i ; d) а = 15, 8 = 4- 21. 
3. Thực hiện các phép tính sau : 

а) (3 – 21)(2 - 3i) ; Б) (1+ pG + 70) ; 

с) 54+ 3i) ; d) (2-5i)4i. 


4. Tính ë, if, P. 


Nêu cách tính i” với n là một số tự nhiên tuỳ ý. 
5. Tính: 
а) (2 30)2 ; b) (2 + 31). 


PHÉP CHIA SÓ PHÚC 


1. Tổng và tích của hai số phức liên hợp 


1 
Ам 2=2 +31. Hãy tính z+z và zz. Nêu nhận xét. 
Cho số phúc z = a + bi. Ta có : 
z +Z = (a + bi) + (a —- bi) = 2a ; 
zZ = (a + biXa — bi) = a2 ~ (bi)? = a2 + b? = Р. 


* Tổng của một số phức với số phức liên hợp của nó bàng hai 
lần phần thực của số phức đó. 


* Tích của một số phức với số phức liên hợp của nó bằng bình 
phương módun của số phức đó. 


Vậy tổng và tích của hai số phức liên hợp là một số thực. 
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2. Phép chia hai số phức 


Chia số phức c + đi cho số phức a + bi khác 0 là tìm số phức z sao cho 
c + đi = (a + bùz. Số phức z được gọi là throng trong phép chia c + di cho 
a + bi và kí hiệu là 

с+аі 

a+bi 

Ví ди 1. Thực hiện phép chia 4 + 2i cho 1 + i. 

_ 4+2i 


+1 


Giải. Giả sử z 


. Theo định nghĩa, ta có (1 + i)z = 4 + 2i. 


Nhân cả hai vế với số phức liên hợp của 1 + ¡, ta được 
(1 —Ð(1 +7)z = (1-00 + 20) 


Suy ra 22=6- 21 
hay з= eE 
2 
Vậy =: з: 
1+i 
c+di 


Tổng quát, giả sử z = 


Theo định nghĩa phép chia số phức, ta có 


a+ bi 
(a + bi)z = c + di. 
Nhân cả hai vế với số phức liên hợp của a + bi, ta được 
(a — bi) (a + bi)z = (a — bi)(c + di) 
hay 
(а? + b2)z = (ac + bd) + (ad — be)i. 


Nhân cả hai vế với số thực 
а +b 


> ta duoc 


5 1 [ас + bd) + (ad — Ьо)і]. 
а +b 


c+di_ac+bd ad-bc. 


=—— 
abi ear ар 
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CHÚ Y 


Trong thực hành, để tính thương 54 


„ ta nhân cả tử và mẫu với 


a+bi 
số phức liên hợp của a + bi. 


Ví dụ 2. Thực hiện phép chia 3 + 2¡ cho 2 + 3i. 


Giải 
3+2i _(3+22-3) 12-5112 5, 
ma 2430-30 B BB 
2 
тй asnes ciasne CS: a bu, 
2-3i Бу? 
Bởi tập 

1. Thực hiện các phép chia sau : 

PER 1+2, gl g а c5, 

TE IERA 2-3 i 
2. Tim nghich dào 1 của số phúc z, biết : 
z 

a)z=l+2i;  b)z=V2-3i; c)z=i; đ)z=5 +143. 

3. Thực hiện các phép tính sau : 
КыЛ. 
а) 21G + D(2 + 4i) ; p EU C5... 
-2+ỉ 
с) 3+ 2i +(6+ (5+0); Q Thổ CC, 
3+6 

4. Giải các phương trình sau : 

а) (3 – 2i)z + (4+ 5) = 7 +31; b) (1+ 3i)z - (2 + 5i) = (2 +i ; 


z 


с) 


+(-3i) = 5-21 


-3i 
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PHƯƠNG TRÌNH BÁC HAI VỚI 
⁄ HỆ SỐ THỰC 


1. Căn bậc hai của số thực âm 


Rne nào là căn bậc hai của số thực dương a ? 
Tương tự căn bậc hai của một số thực dương, từ đẳng thức ?=-1 „ ta nói ¡ là 
một căn bậc hai của —1 ; –і cũng là một căn bậc hai của —1, vìc¡)? =-l.Từ 
đó, ta xác định được căn bậc hai của các số thực âm, chẳng hạn : 
Căn bậc hai của -2 là +¡V2, vì (+ i2)? =-2 ; 
Căn bậc hai của -3 là + 4/3, vì (+ ¡V3)2 = -3 ; 
Căn bậc hai của —4 là + 27, vì (+ 2102 = -4. 


Tổng quát, các căn bậc hai của số thực a âm là + ifla]. 
2. Phuong trinh bâc hai vói hê sõ thuc 


Cho phuong trinh bàc hai ах? + bx+ c = 0 với a, b,c e R , a #0. Xét biệt 
số A = b? – 4ас của phương trình. Ta thấy : 


e Khi A = 0, phương trình có một nghiệm thực х 2: 
а 


e Khi A >0, có hai căn bậc hai (thực) của А là +VA và phương trình có 
hai nghiệm thực phân biệt, được xác định bởi công thức 
—b + JA. 

24 ` 
* Khi А <0 phương trình không có nghiệm thực vì không tón tại căn bậc 
hai thực của A. 


g= 
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Tuy nhiên, trong trường hợpA < 0, nếu xét trong tập hợp só phức, ta vẫn 
có hai căn bậc hai thuần ảo của A là + ЈА. Khi dó, phuong trinh có hai 
nghiém phúc duoc xác dinh bói cóng thúc 
-b + ¡.||A| 

2a | 


х2 = 


Ví du. Giài phuong trinh x°+x+l=0 trên tập hợp số phức. 
Ta có А = 1 — 4 = -3. Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm phức là 


NHẬN XÉT 
Trên tập hợp số phức, mọi phương trình bậc hai đều có hai 
nghiệm (không nhất thiết phân biệt). 


Tổng quát, người ta đã chứng minh được rằng mọi phương 
trình bậc n (n > 1) 


1 


agx” + арх" + kO. х +а = 0, 


trong đó ao, а]. ..., а,є С, ау # 0 đều сб n nghiêm phức 
(các nghiệm không nhất thiết phân biệt). 
Đó là định lí cơ bản của Đại số học. 


Bởi tập 
Tìm các căn bậc hai phức của các số sau : —7 ; =8 ; —12 ; —20 ; —121. 
Giải các phương trình sau trên tập hợp số phức : 
а) -32 +22-1=0; Ы) 72 +3z+2=0; с) 5:22 -7:+11 = 0. 
Giải các phương trình sau trên tập hợp số phức : 
а) zt2+z2—~6=0; b) zf +722 +10 = 0. 
Choa, b, c e R, а +0), zy, z21à hai nghiệm của phương trình а? + bz + c = 0. 
Hãy tính z; + zə và 21.2) theo các hệ số a, b, с. 


Cho z = a + bi là một số phức. Hãy tìm một phương trình bậc hai với hệ số 
thực nhận z và Z làm nghiệm. 


BÀI ĐỌC THÊM 


PHƯƠNG TRÌNH ĐẠI SỐ 


Phương trình đại số là phương trình dạng 

dạx" +aix” і +..+а,х+а, =0, 
trong đó n là một số nguyên dương ; а, а, ..., a, là các số đã cho và được gọi là 
các hệ số của phương trình, x là ẩn số. Nếu ao +0 thì n là bậc của phương trình. 
Việc nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của phương trình đại số và tìm công thức tính 
nghiệm của nó đã thu hút công sức của nhiều nhà toán học, trong nhiều thế кї. 


Chính từ những nghiên cứu đó đã ra đời ngành Đại số và thúc đẩy sự phát triển 
của nhiều lĩnh vực toán học khác. 


Từ 2000 năm trước Công nguyên, người Ai Cập và người Babilon cổ đã biết giải các 
phương trình bậc nhất và một số trường hợp riêng của các phương trình bậc hai 
và bậc ba. 

Lí thuyết giải phương trình bậc hai được trình bày 1 lần đầu tiên trong cuốn sách " "Số 
học” của Бі- ôphăng (Diophantus), nhà bác học cổ Hi Lạp thế kỉ III. Cần chú ý rằng 
vấn đề có nghiệm của phương trình đại số luôn gắn với sự mở rộng các tập hợp số. 


Chẳng hạn, phương trình x + 3 = 0 không có nghiệm trong tập hợp số tự nhiên N, 
nhưng có nghiệm trong tập hợp các số nguyên Z. Phương trình 3x + 2 = 0 không 
có nghiệm trong tập hợp các số nguyên Z, nhưng có nghiệm trong tập hợp các số 
hữu ti Q. 
Tổng quát, trên tập hợp các số hữu ti Q, mọi phương trình bậc nhất đều có 
nghiệm. Nhờ việc mở rộng từ tập hợp các số hữu її Q sang tập hợp các số thực R, 
một lớp các phương trình bậc hai dạng ax? +br+c=0 với biệt số Л =b”~ 4ac >0 
có nghiệm. 
Công thức xác định nghiệm của phương trình bậc hai 
+ 

2а 
đã được biết từ thế КЇ thứ МІ và điều đó thúc đẩy các nhà toán hoc di tìm công 
thức tính nghiệm của các phương trình bậc ba, bậc bốn,... Tuy nhiên, phải mười 
thế kỉ sau (thế kỉ XVI), công thức tính nghiệm của phương trình bậc ba và thuật 
toán giải phương trình bậc bốn mới được các nhà toán học На-і-а tim ra. 
Nghiệm của phương trình bậc ba 
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КОЕ, © 
được cho bởi công thức sau (thường gọi là công thức Các-đa-nô) : 


2 3 4 3 
xoá q | ор эё (Шш. 
2 й 1 2 4 27 


Các-đa-nô đã công bố công thức này năm 1545, trong quyển sách "Nghệ thuật 


lớn của phép giải các phương trình đại số 


3 
E 


21 
Đại lượng A cũng được gọi là biệt số của phương trình (*). Tuy nhiên, dễ chỉ ra 
những phương trình bậc ba với biệt số A < 0, mà vẫn có nghiệm thực. Chẳng hạn, 
xét phương trình 


2 
Lẽ tự nhiên, ta coi biểu thức trên có nghĩa khi đại lượng A =+ là không âm. 


#—-7х+6=0. 


Phương trình này có ba nghiệm là –3, 1, 2 nhưng biệt số 


va. 
ALE ID. 
4 27 27 


Pee ET ШӘ 824: [100 
27 27 


là có nghĩa và các giá trị của nó là —3, 1, 2, mặc dù biểu thúc này chứa căn bậc 
hai của một số thực âm. 

Như chúng ta đã thấy, sự thừa nhận có các căn bậc hai của số thực âm, bắt đầu 
từ việc đặt ¡=x—I đã dẫn đến sự ra đời của tập hợp các số phức. 

Đồng thời với việc sáng tạo ra các số phức, người ta chứng minh được rằng mọi 
phương trình đại số bậc n (n > 1) với hệ số phức đều có n nghiệm phức (các 
nghiệm không nhất thiết phân biệt). 

Như vậy, việc mở rộng các tập hợp số gắn với vấn đề có nghiệm của các phương 
trình đại số đã dừng lại а tận han các số рҺїс 

Tuy nhiên, các nhà toán học vẫn theo đuổi bài toán tìm công thức nghiệm dưới 
dạng biểu thức chứa căn thức cho các phương trình bậc lớn hơn hoặc bằng 5. 
Gần 300 năm sau khi tim ra công thức Các-đa-nô, năm 1826, A-ben (Abel), nhà toán 
học Na Uy đã chứng minh được rằng không có một công thức nghiệm như vậy cho 
các phương trình bậc lớn hơn hoặc bằng năm với hệ số bằng chữ. Hơn nữa, nhà toán 
học Pháp Ga-loa (Galois), năm 1830 còn giải được trọn vẹn bài toán : "Trong những 
điều kiện nào, một phương trình đại số giải được bằng căn thức ?". Công trình thiên 
tài của Ga-loa đặt nền móng cho sự phát triển của Đại số hiện đại. 


Ôn tập chương IV 


Thế nào là phần thực, phần ảo, môđun của một số phức ? 

Viêt công thức tính môđun của một số phức theo phần thực và phần ảo của nó. 
Tìm mối liên hệ giữa khái niệm môđun và khái niệm giá trị tuyệt đối của 
một số thực. 

Nêu định nghĩa số phức liên hợp của số phức z. Số phức nào bằng số phức 
liên hợp của nó ? 

Số phức thoả mãn điều kiện nào thì có điểm biểu diễn ở phần gạch chéo 
trong các hình 71 a, b, c) ? 


|@ 


У 
2 


а) b) 
Hinh 71 
Trên mặt phẳng toa dó, tìm tập hợp điểm biểu diễn các số phúc z thoả mãn 
điều kiện : 
a) Phần thực của z bằng 1 ; 
b) Phần ảo của z bằng —2 ; 
с) Phần thực của z thuộc đoạn [—1 ; 2], phần ảo của z thuộc đoạn [0 ; 1] ; 


d) |z| < 2. 
Tìm các số thực x, y sao cho : 
a) 3r+ yi = 2y + 1+ @ — vi ; h) 2r+ y—1=(v+2y— 5) 


Chúng tó ràng vói moi só phúc z, ta luón có phán thuc và phán ào cüa z 
không vượt quá módun của nó. 
Thực hiện các phép tính sau : 


а) 3+20I2-—-j)+(3- 20] ; b) (4- йа к. 
2+i 

SP Q ай. 3+1 4-31 

с) (1+ 0) – (1-0) ; отт ОЕ. 
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11. 
12. 
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Giải các phương trình sau trên tập số phức : 
а) (3+ 4i)z+ (L— 3i) =2+ 5ï ; b) (4+ 7z — (5— 2i) = бі. 


. Giải các phương trình sau trên tập số phức : 


а) 322 +7z+8 =0; b z -8=0; с) zf -1=0. 

Tìm hai số phức, biết tổng của chúng bằng 3 và tích của chúng bằng 4. 

Cho hai số phức 21, 2). Biết rằng z) + 29 và туту là hai số thực. Chứng tỏ 
rằng 21, 22 là hai nghiệm của một phương trình bậc hai với hệ số thực. 


Bài tập trắc nghiệm 


Số nào trong các số sau là số thực ? 
(A)Q3 + 2) - (3- 2i): (В) 2+ W5) + (2-15); 
(+3; дра. 
⁄2-i 
Số nào trong các số sau là số thuần ảo ? 
(A)@2 + 3i) + Q2 - 3i) ; (B) W2 +32 — 3i) ; 
2 + 3i 
OC D š 
(С) ( i) ( 5 A 
Dàng thúc nào trong các dàng thúc sau là dúng ? 
(А) I9” =]; (В) 12345 =; (С) 2005 —1; (D)/2006 — |. 
Đẳng thức nào trong các đẳng thức sau là đúng ? 
(А) + DS =-16 ; (В) (1+7 = l6i ; 
(С) + ĐỂ =16; (D)(I + bŠ = -16. 
Diét rằng nghịch đảo của số phúc z bằng số phức liên hợp của nó, trong các 


kết luận sau, kết luận nào là đúng ? 

(А)тє В; (В) 14=1; (C)zlàmộtsốthuânảo; (р) lz|=-1. 
Trong các kết luận sau, kết luận nào là sai ? 

(А) Môdun của số phức z là một số Шис; 

(B) Módun của số phức z là một số phức ; 

(C) Môđun của số phức z là một số thực dương ; 

(D) Módun của số phức z là một số thực không âm. 


ÔN TẬP CUỐI NĂM 


I— Câu hỏi 


1. 


p 


ч" ж а Pp 


Định nghĩa sự đơn điệu (đồng biến, nghịch biến) của một hàm số trên 
một khoảng. 

Phát biểu các điều kiện cần và đủ để hàm số f(x) đơn điệu trên một khoảng. 
Phát biểu các điều kiện đủ để hàm số f(x) có cực trị (cực đại, cực tiểu) tại 
điểm xo. 

Nêu sơ đồ khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số. 

Nêu định nghĩa và các tính chất cơ bản của lôgarit. 

Phát biểu các định lí về quy tắc tính lôgarit, công thức đổi cơ số của lôgarit. 
Nêu tính chất của hàm số mũ, hàm số lôgarit, mối liên hệ giữa đồ thị các 
hàm số mũ và hàm số lôgarit cùng cơ số. 

Nêu định nghĩa và các phương pháp tính nguyên hàm. 

Nêu định nghĩa và các phương pháp tính tích phân. 


. Nhắc lại các định nghĩa số phức, số phức liên hợp, môđun của số phức. 


Biểu diễn hình học của số phức. 
Bài tập 
Cho hàm số ƒx)=axÈ—2(a+1)x+a+2 — (a#0). 
a) Chứng tỏ rằng phương trình f(x) = 0 luôn có nghiệm thực. Tính các 
nghiêm đó. 
b) Tính tổng 5 và tích Р của các nghiệm của phương trình f(x) = 0. Khảo 
sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của S và P theo a. 
=.” ZT A. 2 1 
Cho hàm só y = s + (а – 1)х + (а + 3)х – 4. 


а) Khảo sát sự biến thiên và vë đồ thi (С) của hàm số khi a = 0. 
b) Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi (С) và các đường thẳng у = 0, 


#=-l;#=I: 
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Chohàm só y= V+ ах? + bx +1. 
a) Tim а và b để dó thị của hàm số đi qua hai điểm A(1 ; 2) và B(—2 ; –1). 
b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số ứng với các giá trị 
tìm được của a và b. 
c) Tính thể tích vật thể tròn xoay thu được khi quay hình phẳng giới hạn 
bởi các đường y = 0, x = 0, x = 1 và đồ thị (C) xung quanh trục hoành. 
Xét chuyển động thẳng xác định bởi phương trình 

s(t) = 14 = SE ca 3t, 

4 2 

trong đó г được tính bằng giây và s được tính bằng mét. 
a) Tính v(2), а(2), biết v(t), a(t)lán lượt là vận tốc, gia tốc của chuyển 
động đã cho. 
b) Tìm thời điểm ¿ mà tại đó vận tốc bằng 0. 


Cho hàm số y = 3Ÿ + ax? + b. 


a) Tính a, b để hàm số có cực trị bằng Ž khi x = 1. 


b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho khi a = -5 
b=1. 

c) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại các điểm có tung độ bàng 1. 
Goima = ш 
x+m-1 

a) Khảo sát sự biến thiên và vë đồ thi (C) của hàm số khi m = 2. 


b) Viết phương trình tiếp tuyến d của đồ thi (C) tại điểm M có hoành độ 
а#—1. 


Снн ау. => 


a) Khảo sát sự biến thiên và vë đồ thi (C) của hàm số đã cho. 

b) Tìm các giao điểm của (C) và đồ thị của hàm số y = 42+ 1. Viết phương 
trình tiếp tuyến của (C) tại mỗi giao điểm. 

c) Tính thể tích vật thể tròn xoay thu được khi quay hình phẳng Н giới hạn 
bởi đồ thị (C) và các đường thẳng y = 0, x = 0, x = 1 xung quanh trục Ox. 


10. 


12. 


Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số 


а) f(x) = 2x? – 3x? —12x+1 trên đoạn Е ; а; 


Ъ) Р(х) = x?lnx trên đoạn [1 ; е]; 
с) fix) =xe * trên nửa khoảng [0 ; + о); 
d) fx) = 2sinx + sin2x trên đoạn [ © Ža] k 


Giài các phuong trinh sau : 

a)132**! _13* 2 = ; 

b)(3* + 2*)(3Ÿ + 3.2”) = 8.6” 

c) log q(x — 2).logs x = 2.10рз(х — 2) ; 


d)log2 x — 5log x + 6 = 0. 


Giài các bát phuong trinh sau : 


е 5 
a) | VxInxdr; b) |. 
1 т 5 
TT 
т 0 
с) f(z- x)sinxdax; d) N (2x+3)e 
0 


Tính các tích phân sau bằng phương pháp đổi biến số : 
л 


24 
а) | (я _ ax) dx (dàt u = Е _ +) А 
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13, 


14. 


15; 


16. 
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. š 
5 (đặtx = zm) š 


9+25x 


a 

2 

Gì | sin? хсоз® ydx (dat u = соѕх); 
0 


x 
4 
Jiran 
d) | TS аан =) 
к 0082X 
“а 


Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường : 


a)y=x7+ 1, x=-1,x= 2 và trục hoành ; 
b) y = Inx, " ЙИЕК; 
e 


Tìm thể tích vật thể tròn xoay thu được khi quay hình phẳng giới hạn bởi 


các đường y = 2х2 và y = х? 


xung quanh truc Ox. 
Giải các phương trình sau trên tập số phức : 
a)(3 + 2/)z— (4+ 7i) = 2 — 5i ; 


b)(7 — 302 + (2 + 31) = (5 — 4i)z ; 
c)z?—2z+13=0; 


đ)z?2—z2—-6=0. 


Trên mặt phẳng toạ độ, hãy tìm tập hợp điểm biểu diễn số phức z thoả mãn 
bất đẳng thức : 


a)|z|< 2: b)|z — i <1: c) lz-1-il<1. 


ĐÁP SỐ - HƯỚNG DÁN 


CHƯƠNG 1 
81. 


1. а) Hàm số đồng biến tên (—e s2], 


е) 
==); 


b) Hàm số dóng biến trên các khoảng 
(= ; —7) và (1 ; +оо), nghịch biến trên 
жа 

с) Hàm số đồng biến trên các khoảng 
(21:0), (1 ; +0), nghịch biến trên (= ; —1), 
(0;1); 


nghịch biến trên ( 


d) Hàm số đồng biến trên о 7 2 „nghịch 


2 
biến trên các khoảng (—ø ; 0), Е š +a) : 


2. a) Hàm số đồng biến trên các khoảng 
(Cøœ; 1), (1; +0); 
b) Hầm số nghịch biến trên các khoảng 
Cø; 1), (1; жо); 
с) Hàm số nghịch biến trên khoảng (—ø ; —4), 
đồng biến trên khoảng (5 ; +оо) ; 
а) Нат số nghịch biến trên các khoảng 
(<®;-3), (3 ;3), (3 ; +0). 

3. HD, Xét dấu y'. 

4. HD. Xét dấu y'. 

5. HD. Khảo sát sự biến thiên của các hàm 
só sau trên khoảng (0:3) 5 


а) Р(х) =tanx—x; 


Ъ) 800) =tanx—x 


82. 
1. ajixca =—3,xey =2: b)Xey = 05; 


c) Xcp =-l;xcr 


Dcp =, sor = 1, x= 0 không phải là 


điểm cực tri; е) xe = ý ë 
2.a) xep =0, xqr = 1; 


b)Xcp =+, 

x 
җт=- + 1є®); 
оор _ 


хр =Tt@k+Dz keZ); 


đ)xcp =—L.xey =1. 
3. HD. Sử dụng định nghĩa cực trị. 
4. HD. Xét dấu у. 


5. . sS 
5 
hoặc TEL рел 
25 243 
6. т=-3 


83. 
1. a) min y=-4l, max y=40; 
4:4] [4:4] 


min y=8, max y = 40. 


[0;5] [0:5] 
b) max y— 56, min ЕЖ: 
00:3] 03] 74” 


тіпу = 6, тах у= 552. 
0:5] 2:5] 


c) уолу a. 


[2:4] [2:4] 3 


d) min y=1; max y=3. 
[-1:1] ELI 
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2. 
x 
4. 
5, 


84. 


1, 


. a) Hai tiệm cận đứng › 


1 1 
. а)т=—;с)у=2х-— 
)т 7 )у=2х 4 


3 
. 8)m=——;b)m= —. 
)m 5 )m 


„ Hình vuông cạnh 4 cm. 


Hình vuông cạnh 4/3 m. 


. a)maxy =4, b) max y=1. 


. 8)miny=0,b) тіп y=4. 
K 


(0;+e) 


a) Tiệm cận đứng x = 2 ; 
Тіёт cận ngang у = –1. 
b) Tiệm cận đứng x = 
Тіёт cận ngang у = –1. 


1; 


2 
с) Tiệm cận đứng х= š 


2 
z 
d) Tiệm cận đứng x = 0. 
Тіёт cận ngang у = —Ì. 
=33; 


Tiệm cận ngang y = 


Тіет cận ngang y = 0. 


b) Tiệm cận đứng x = —1 và = š 


Тіёт cận ngang у = = 


c) Tiệm cận đứng x 
d) Tiệm cận đứng x 
Тіёт cận ngang y = 1. 


a) Một nghiệm ; b) Một nghiệm ; 


c) Hai nghiệm. 


. b) Với m<-2 һойст>2: có một 


nghiệm. 


m = ~2 hoặc m = 2 : có hai nghiệm. 


~2 <m< 2: có ba nghiệm. 


. b) m=2. 


. a)m=0;c)y=-2x-1. 
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ÓN TẬP CHƯƠNG I 
5. Ь) 1) т>22; i1) m<2; 
6. Ь) 0<х<4; с) у=9х+6. 
7. b) т< 2 hoặc m > 10 : một nghiệm ; 
m =2, m = 10 : hai nghiệm ; 
2 <m< 10: ba nghiệm ; 
с)у=-2х+1. 
8. a)m=1;b)m=1;c)m <0. 
9. b)y=4y+ 3 và y= -4y + 3. 
с) m <-—6: vô nghiệm ; 
m =6 : 2 nghiệm ; 
~6 < m<3: 4 nghiệm ; 
m= 3 : 3 nghiệm ; 
m >3: 2 nghiệm. 
10. a) m < 0 : một cực đại ; m > 0 : hai cực đại 
và một cực tiểu. b) Vm ; c) m > 0. 
11. с) m = 3. 


12. a) Vô nghiệm ; b)+2 +k2r „keZ. 


с) == Шә 
PP SO ĐT” 


Bài tập trắc nghiệm 
1. (В); 2. (А); 3. (В); 4. (С); 5. (B). 


CHƯƠNG H 


81. 
1. a)9;b)8 ;c) 40; d) 121. 


5 1 
2. a)a56;b)b;c)4; d)bS. 


= 
з. ау21;1%7; (z) 
2 


1 ayi 
b) 98° ; 325 ; íe) 3 
7 
4. a)a;b)1(b#1); 


© = (a+b); 


Yab 
d) Yab. 


82. 
1. a)C© ;1); b)2 ; V2) ; 


с) VỊC1; 1}; d) (о; –1)0(2; +оо). 


2 
2. а) Fax- -x+ 3; 


3 
b) аа-а? ) 4; 


Зл Za 
с) н i 


ау 4805-02. 
4. а) lónhon ; b) nhỗ hon ; 
c) nhỏ hơn ; d) lón hơn. 
5. a), b) nhỏ hơn ; c) lớn hơn. 
§3. 


Ге 
1. a)~3;b)——;e)—; d) 3. 

a) ) 5 Оя ) 
2. а)9;)242;с)16;0)9. 

2 

3. a3: b)4log, lol. 
4. a) lón hon ; b) nhë hon ; c) lón hon. 
5. a)2a+b+1;b) 
84. 


š: o(a: S]e nue: ra): 


1 
2(1—c) ` 


ĐCz:D0G:+2);6(<Š 1]. 


5. a) у'=бх-1+4созх ; 


2х+1 
b)y'=—— ; 
(x +x+l)In10 
1-х 
Әт 
х 13 


с) х 
2, a)x=2;b)a 
3. а) vô nghiêm ; b) х= 7; 

с) х= 6;4) х= 5. 

А. архео) S ey ләй. 


86. 


T 
Ấy Нодор <l; 


с)х < 1:d)x<0hoàcx> 1. 

2; 055-30: <x <3; 
с)х>3;1) 9<х<27. 

ÔN TẬP CHƯƠNG П 

4. авло: D|: +0]; 
c) C©;—3)U(4;+œ); d) [0 ; +0). 

5. 5. 

. а)8;Ь)11. 


7. аух=-3;Ь)х=0,х=1;с)х=1; 
d)x=8;e)x=27;g)x=4. 


е 


9 
8.а)х>—;Ь)х<—1; 
)x>:b)x 


e©)~ —<lx|<xJ5: d) 0,008 <x < 0,04. 
2/2 
Bài tập trắc nghiệm 
1. (В); 2. (С): 3. (В) ;4. (С); 5. (B); 
6. (С) ; 7. (B). 


CHUONG ш 

81. 

1. а) e€ * và —е * là nguyên hàm của nhau. 
b) sin? х là một nguyên hàm củasin2x.. 


с) (-‡)}ea một nguyên hàm của 
g 


2 
(1-2) e. 
x 
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3 š 232 
2. 203265,8 += xš 
7 


+C; 
2 


х = 
52 ERA LC; )~2cot2z+C; 
e*(In2—1) 
1(1 
d)——| —cos8x+cos2x |+C ; 
4\4 
е)їапх-х+С; 


Пуд 
оер 
8) 2 


l+x 
1-22] 


+C. 


1 
h)—In 
3 


mail che ) 
(I+x)d-2x) 3\1+х 1—2х 


5 
3. ®-;@-х%+с; вача) +C; 


+C. 


1 
с) сов x+€; d)— 
4 l+e 


й е“ 


HD.—— -= Р 
ебе +2 (PHF 


4 өы? ~DInd+x) 0 žc. 
b)e*œ?—l)+€; 
х 1 
€)——cos(2x + ])+—sin(2x +1) +C; 
) A s(2x+1) 1° (2х +1) 
d) (l-x)sinx—cosx+C . 


82. 


1. а) ы 


1034 


$ 4 
d) 11— ;e)—-3ln2; g) 0. 
Đà viên g) 


GŸ9-1); b) 0; c) In2 ; 


x 1 
2. а) 1;6)—; с)е+=; 4) 0. 
Бу ее) 


3. ЗЫ) Z душа + 2:4) 2. 
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Tai 
4. a)2;b)—e `+—; 
) 29 9 
с) 2ln2— 1; đ)—1. 
2/3 


S 3042505 Чы 26) 3ln——. 
15 8 2 3 


1 
б. 
42 


1. a)2 ;b)e+1—2 SỐ) 9; 
2 е 


5. D Cosa co о) (о a< 


2 Bz 


b) max V(a)= Vcp = 


5 


27 


ÓN TẬP CHƯƠNG III 


3, аў E une 
ПАИ 


b) —Lcos4x— 1 cos8z +C; 
8 32 


4. a)(x—2)cosx—sinx+C; 


5 3 
Е +50 +2 +С; 


ole -e +x+C; 
2 


` Jee; 
2 4 


2 3 2 1, |l+x 
е)—(х+1)2—-—х? +C; g)—In| 
“S SS 25| 


+С. 


s. giy, 


2 6 
——;©)——(3£`-—]1); d) 22 . 
sS), 29570 у; 4у2\/2 


6. а) а) хо) 21 211m2; 
8 In2 2 


1 x TỔ 5л 
d)——In3 ;e)l+— ;g)—+—. 
а O P a 


x ат 
7. а) в. ;b) T 
Bài tàp trác nghiêm 
1.(С); 2. (D) ; 3. (В); 4. (С); 
5. a) (O), b) (B) ; 6. (D). 


CHUONG IV 


81. 
1. а) Phân thực là 1, phán ảo là —z. 


b) Phân thực làx/2 , phần ảo là —1. 
с) Phân thực 1à2,/2 , phần ảo là 0. 
d) Phân thực là 0, phán ảo là —7. 


y| = ads z 
m АШ? 


B+, 


c)x=0,y=1. 

3. a) Dường thẳng song song với Oy, cắt 
Ох tại điểm (-2 ; 0). 
b) Đường thẳng song song với Ox, cắt Oy 
tại điểm (0 ; 3). 
с) Các điểm nằm trong phần mặt phẳng 
toạ độ giới hạn bởi hai đường x = —1 và 
x=2. 
d) Các điểm nằm trong phần mặt phẳng toạ 
độ giới hạn bởi hai đường y = 1 và y= 3, kể 
cả các điểm nằm trên hai đường này. 


e) Các điểm nằm trong hình vuông giới 
hạn bởi các đường х= -2 ; x= 2; y= 2; 
y =2 kể cả các điểm nằm trên các cạnh 
của nó. 

4. a)||=xƒ7 ; b) l= Ju; 
e)lE|=5; 4)|E|=v3.. 

5. a) Đường tròn tâm O bán kính 1. 
b) Hình tròn tâm O bán kính 1. 
c) Hình vành khăn giới hạn bởi đường 
tròn tâm O bán kính 2 và đường tròn tâm 
O bán kính 1, kể cả các điểm trên đường 
tròn tâm O bán kính 2. 
d) Là giao điểm của đường tròn tâm O 
bán kính 1 và đường y = 1. 


6. a)Z=1+i2;b)z=-V2-—¡3; 
e)z=5;d) Z=-7i¡. 

82. 

1. a)5-i;b)-3-10; 
с)-1+10ї; d)—3+¡. 

2. a)a+/=3+2i; a- B =3-2i; 
b)z+/=l1+4i; a— B= 1-8i; 
c)a+=-2i; а-В=121; 
d)a+ B=19-2i;a- ÿ=11+2i. 

3. а) 131; b) -I0—4i; 
с)20+151; d) 20—87. 

Ж 8=-, 
Nếu п= 44 +7,0<г<4 й =i". 

5. а) -5+121; b) —46+9ií. 


=l ө. 
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3, 


5. 


z) +z, sas = 
ж: g Ta 


4)~28+ 4i: b)~ 


e)32+13i; дуг. 153; s. 
45 25' 


5 3. " 
a)z=1;b) z=—--i;c)z=15-—Si. 
) ) куй )z 


+i 1 ;32i 2 ;+2i3 ; 2215; +117. 
А0 2 7 
эш. 


3+ 


х2 Jax +a? +b? = 


ÔN TẬP CHƯƠNG IV 


2. 


6. 
8. 


Nếu số phức là một số thực thì môđun 
của nó chính là giá trị tuyệt đối của nó. 

z =z khi và chỉ khi z e R 

a) Số phức có phần thực lớn hơn hoặc 
bằng 1. 

b) Số phức có phán ảo thuộc đoạn 
Hisa 

c) Só phúc có phán thuc thuóc doan [—1 ; 1] 
và môđun không vượt quá 2. 


‚ а) Đường x = 1. b) Đường y = ~2. 


c) Hình chữ nhật giới hạn bởi các đường 
;x=2;y=0;y=1. 

d) Hình tròn tâm O bán kính 2. 
1;b)x=-l;y=3. 


ЫЗ 14, 
5 5 


х=-1 


a)x=l;y= 


a)2l +i; 
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12.Đặt 3 +2, =đ;2z2 = b;a,b e R. 
z¡,z„là hai nghiệm của phương trình 
z?~az+b=0. 

Bài tập trắc nghiệm 


1. (В). 2.(C). 3. (B). 4.(C). 5. (B). 6. (С). 
ÔN TẬP CUỐI NĂM 
2 
ТАЕ 
b)9=2+2;P=1+2. 
a 
26 
2. b). 
з 
заета о) 
105 
4. а) 00) = —5, 402) = 1 ; b) ¿=3 
Say ayapa P. 
2 
с)у=1, у ыр у= ын. 
> 2' 2 
a-2 
6. b)y= ж-а, 
)y ( 2 а+1 


7. b) А 


8. а) min (х) = —19, а Хо) = 


[=] [ 


b) min f(x) = 0, тах ƒ(x) = е2. 
Ше] i;e] 


c) min f(x)=0, max gay 
I0;s] 10; +ю) е 


d) min ƒ(x)=-2 
[e3] 


max. дә=2#. 
С Z7 
"2 
9. а) х=0; Б) ху =0, х, =log; 3 
2 


с) ду =3,1y =5; dj д =4,x; =8. 


10.8) (~ ; UJUI ; +оо); 


b)C2 ;—1)0(:2): 
1 
0;— 10; š 
9 тр lào) 


9(0:3]Ð:+2). 


z 


1l.a)— se” +D;b)—+in2; 


c)z;d)3e—5. 
4/2 
12. chải ы; 2; =. 
a) 5:9 с) d) 
1 
а) 
е. 
14, 256 
35 
isoa Spo на о 
13 13 55 


c) q =1+25/31, z, =1-243i; 


16.a) Hình tròn tâm tai góc toa độ, bán kính 2, 
không kể biên. 
b) Hình tròn tâm tại (0; 1), bán kính 1. 
c) Hình tròn tâm tại (1 ; 1), bán kính 1 
(không kể biên). 
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BÁNG TRA CÚU THUẬT NGÜ 


Thuật ngữ Trang 
Bất phương trình lôgarit §7 
Bất phương trình lôgarit cơ bản §7 
Bất phương trình mü 85 
Bất phương trình mũ cơ bản 85 
Căn bậc n 5 
Cơ số 49 
Cực đại, cực tiểu, cực trị 13, 14 
Diệu tích hình phẳng, 114 
Điểm biểu diễn số phức 131 
Điểm cực đại của đồ thị. Điểm cực tiểu của dó thị 14 
Điểm cực đại của hàm số. Điểm cực tiểu của hàm số 14 
Điểm cực trị 14 
Đồng biến. Nghịch biến. Đơn điệu 4,5 
Don vị ảo 131 
Giá trị cực đại. Giá trị cực tiểu 14 
Giá trị lớn nhất. Giá trị nhỏ nhất 19 
Hàm số lôgarit 74 
Hàm số luỹ thừa 56 
Hàm số mũ 70 
Hình thang cong 102 
Logarit 61 
Lôgarit cơ sõ а của b 62 
Lôgarit hoá 81 
Lôgarit thập phân 67 
Lôgarit tự nhiên 67 
Luỹ thừa 49 
Môđun của số phúc 132 
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Mü hoá 

Phần thực. Phần ảo 

Phương pháp đổi biến số 
Phương pháp tính nguyên hàm từng phần 
Phương pháp tính tích phân từng phần 
Phương trình lôgarit 
Phương trình lôgarit cơ bản 
Phương trình mü 

Phương trình mũ cơ bản 

Số mũ 

Số mü hữu tỉ 

Số mũ nguyên 

Số mũ vô ti 

Số phức 

Số phức liên hợp 

Số thuần ảo 

Tập khảo sát 

Thé tích của vật thể 

Thể tích khối chóp 

Thể tích khối tròn xoay 
Tích phân 

Tiệm cận đứng 

Tiệm cận ngang 


84 
130 
98, 108 
99 
110 
81 
81 
78 
79 
49 
52 
49 
53 
130 
132 
131 
58 
117 
118 
119 
105 
29 
28 
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